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"ИЗДАНИЕ Втор. 


Томъ 1. 


ЧАСТЬ ВТОРАЯ. 
ДИНАМИКА ТОЧКИ. 


№ о ИЗДАНИЕ КНИГОПРОДАВЦА Н. Я. ОГЛОБЛИНА ° 


|| С.-Петербургъ, Екатерив. № 4. 
Кевъ. 1911. 


Вторая часть перваго тома моихь „Основъ ана- 
литической механики“ издана въ той же формЪ, какъ 
и первая. Содержане брой части составляеть ди- 
намика точки; третья часть, въ которую войдутъь 
теометрАя массъ, общйя положеня динамики системы 
и статика, появится въ свфтъ въ самомъ непродолжи- 


тельномъ времени. 


| Проф. Г. Сусловг. 


ев. Марть 1911. 
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ОГЛАВЛЕНТЕ. 


— Стр 
Ветуплеше . Ш 
Оглавлеше .. \у 
ДИНАМИКА. 
ГЛАВА УШ. 

Основные законы движеня (Ахотафа зе 1едез тофиз). 

Махегув. Масса, НОНО иК , ‹ поееа 1 
Количество движешя тфла. Измфнеше лвижешя (шиао шоиз).. 2 
д аа в 8 
Первый законь Ньютона... ......- 8 
Второй закону Ньютона. Законь параллезограмиа силь 4 


"Трей законъ Ньютона или законъ дЪйстыя и противодейстыи, 6 
Движен!е массы относительно другой массы... ...... 8 


ДИНАМИКА ТОЧКИ. 
ГЛАВА ТХ. 


Матер!альная точка. Дифференщальныя уравненя движен!я точки. 


5. 
>. 


Ихъ интегралы. 


Матеральная точка 10 
Дифференшальных уравнена движешя матеральной точки .. 11 
Интегралы двежен!я“ еее нина 18 


ГЛАВА Х. 
Прямолинейное движен!е свободной матер!альной точки. 
Усломя, при которыхъ свободная матеральная точка движется 


рамоавнойно ТЫ. Таня и 
Прямолинейное движеше подъ дфйстыемьъ силы, зависящей лишь 
УЕЬ ВроМеНи .... его еже 18 


Ирямолинейное движене подъ дЪйстыемъ сизы, зависящей зишь 
ПЕ ВОЛОЖОНИЯ ТОЧКИ. ор е греааиь 19 


#8 


118, 
119. 


УТ 


` Стр. 
Прямолннейное движен!е подъ дЪйстемь силы, зависащей лишь 
ОВО ОО г он. Бе 
ГЛАВА Х1. 
Простьйше случаи прямолинейнаго движен!я свободной 
матер!альной точки. 
Криволинейное движен!е точки, сводящееся на задачу о нсколь- 
кихъ прямолинейныхь движеняхь отдфльныхь точекь.... 81 
Криволинейное движен!е тяжелой точки... .. ое 
Притлжене точки неподвижнымь центромъ К 
налъно` разотоаню „с... м... . «Ик 
Оттааиваве точки неподвижнынь, центромь прямопропорци 
нально разотолню ....., о ЗЫ . % 
ГЛАВА ХИ. 
Законъ моментовъ количества движения. Законъ живой 
силы. 
Законъ моментовъ количества движенйя матеральной точен . + 86 
Секторальная скорость материальной точки вокругь оси... .. 57 
Интеграль площадей ..... р ЗИМЕ нм .. 88 
Два интеграла площадей ...... НА. 
Три внтеграла площадей . 29588 
Законь живой силы еее, ния г. 
Интеграль живой силы. Функщя силовая. фи потенщальная. 42 
Силы, нуфюця своимъ источникомь неподвижные центры и за- 
висящя оть разотояня, ...... уе... . 48 
Функщя точки, Поверхности уровня. Дифетенльный ый 
метрь перваго порядка или те ЗА, ра 
Теорема лорда Кельвина еее ии ат 
Производная отъ функщи точки по данному направленю ... 48 
Свойства силовой функцш, какь функции точки... .. 49 
ГЛАВА ХШ. 
Центральныя орбиты. 
Движене точки поль дйстшемь центральной онлы, функщи раз- 
СТОЯ ре ео .. 6 
Движене подь дЪйстшемь призяженйя по Ньютонову закону . 55 
Формула Бие ............. щи”: .. 62 
ГЛАВА ХГУ. 
Дифференщеальныя уравнен!я движеня несвободной точки. 
Кинематичесвйя связи удерживаюния и неудерживающя. ... 64 
Услове, налагаемое на скорость несвободной точки удерживаю- 


Щею СВЯЗЬЮ еее еее нее оАь арь 


128. 
127. 
128. 
129. 
130, 
181. 


132. 
133. 
194. 
185. 
136. 


187. 


141. 


УП 


Стр. 
Услоше, налагаемое на ускореше несвободной точки удерживаю- 
В ТЫ 69 
Услошя, налагаемыя на скорость и ускореше несвободной точки 
неудерживающею связью... еее 10 


Реакщя удерживающей связи. Связи идеальныя. Множитель свазн. 72 


. Дифференщальных уравнев!я движен!я точки, находящейся ва 


идеальной удерживающей связи. „еее 15 
Реакщя неудерживающей связи. Дифференщальныя уравненйя” 
движен!я точки, подчиненной неудерживающей свзи .... 7 


„ Дифференшальныя уравненя движения точки, подчиненной двумъ 


СВЯЗЯМ сене осень я 79 
ГЛАВА ХУ. 

Движене точки по п 

Дифференщальныя уравневшл движеная точки по поверхности . 83 


Интеграль площадей еее М 88 
Иптеграль живой силы... пе леаыа МИ 89 
Коническ:Й маятникъ. . еее еее 90 
ТриженНю но ерии уе, <. орон и 94 
Движен!е по ковусу вращешя „еее 94 
ГЛАВА ХУ!. 
Движене точки по кривой. 
Дифференщальныя уравнешя движеня точки по кривой .... 98 
Интеграль живой сваы еее 101 
Движеше тяжелой точки по циклондй . еее 102 
Элементарныя свойства эллиитичесвихь интегразовь и функщй. 105 
Математический маятникъ. „еее еее 107 
ГЛАВА ХУИ. 
Движене точки по связи съ тренемъ. 
С т, ЗЕ Ри СО РЕ, 116 
Дифференщальных уравнев1я движенйя точки по шероховатой по- 
ПОРНО 2 ве, ит 
Движеше тяжелой точки по шероховатой наклонной илоскости, 118 
Движене точки по шероховатой поверхности по инерщи.. .. 122 


Дифференщальныя уравненя движеня точки по шероховатой 
кривой. 
Движене тяжелой точки по вертикальной шероховатой циклонд%. 123 


ГЛАВА ХУПТ. 


Относительное движене матергальной точки. 


Дифференщазьныя уравненйя относительнаго движен!я матер!- 
альной точки . .. 16 


15]. 


УП 


бр. 

‚ Интегралъ, производный отъ, интеграла живой силы ...... 198 

Движеше тяжелой точки по отношевтю къ вращающейся земе. 129 

ЗАВ: ФЗ ОЗ них АКИ 1 1865 
ГЛАВА ХХ. 


Мгновенныя силы. Ударъ точки о связь. 


. Импульсь силы... 


Теорема лорда Кельвииа .. 
Мгновенных силы 


ДИНАМИКА. 


ГЛАВА УП, 


Основные законы движен1я. 


(Амопица зе (ее тои). 


85. Матер!я. Масса. Плотность. Въ Кинематикф мы говорили 
о движени геометрическихъ объектовъ, теперь перейдемъ къ раз- 
емотрёнию движешя вещеетвенныхъ или матеральныхъ тфаъ. Ма- 
тер! я— поняе первоначальное и дальнфйшему опредфаеню не 
подлежить; мы можемъ только описательно изложить качества 
матери. Прежде всего матеря представляеть собою величину 
измфримую; другими словами, количество малери въ. какомъ 
либо трлВ можеть быть выражено числомтъ. Затфмъ матеря про- 
тяженна, т. е. занимаетъ н$фкоторый объемъ, имфетъ длину, ши- 
рину и высоту. Далфе она обладаеть способностью дви- 
гаться. Поэтому, если часть матери исчезла изъ какого либо 
объема, то мы всегда можемъ допустить, что она переметилаеь 
въ другое мфето, и никогда не имфемь достаточно давныхъ для 
утвержден!и, что она уничтожилась,— отсюда заключаемь о не- 
разрушимости матери и о постоянствЪ ея количества въ 
м. Въ объемъ, сплошь заполненный матерей, не можеть быть 
помфщено новое количество матер!и,— это свойство носитъ назване 
непроницаемости. 
ч - Количество матери въ какомъ либо тфаЪ называется его 
ассою. За единицу масеы принимается грамм, одна тысяч- 
ная часть массы эталона, хранящагося въ Парижф. При изготов- 
чен!и эталона*) „килограмма“ имфли въ виду сдфаать массу его 


_ 1 КИодташше рголойуре 4ез Атеруез, 
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равною масс кубическаго десиметра воды при 4% Цельзя, но 
позднвйция измвреня обнаружили, что эта цфль не была достиг- 
нута: масса куб, дес. воды вЪеитъ 1000,013 грамма. 


Количество матери, заключенное въ единиц объема какого- 
нибудь тфла, называется среднею плотностью т5ла. Во твла 
измняють свой объемъ съ измфненемъ температуры; отеюда вы- 
текаеть, что видимый объемъ тфла не сплошь заполнешь матерей 
("вла скважны), а потому, еели въ различныхъ частяхъ какого 
либо твла вырЪзать одинаковые объемы, то, вообще говоря, массы 
въ этихъ объемахъ будуть различны. Возьмемъ какую либо точку 
А внутри объема, занятаго тБломъ, и построимъ замкнутую по- 
верхноеть 5 такъ, чтобы А лежала на этой поверхности или 
внутри ея. Пусть объемъ, ограниченный поверхностью 5, будеть 
А", а масса, заключенная въ этомъ объем$, Ат. Разомотримъ пре- 


. Ат : 
дьль отношеня до ВЪ томъ предположеши, что поверхность 5 етя- 


гивается въ точку А. Если этотъь предфлъ с существуетъ, то онъ 
называется плотностью тла въ точк$ 4: 


А 
с — Пред. ты 


4 =0 


Количество с, вообще говоря, функщя координать точки А; 
если для веЪхл, точекъ внутри тВла с равно одному и тому же 
постоянному, то тБло называется однороднымт. Единица плот- 
ности сложная; она зависить оть единицъ массы и длины, Симво- 
ломъ можно эту единицу изобразить такъ: 


граммъ ‘ 


ед. плотности —= 5 
к (сант.)* 


86. Количество двименя тфла. Измфнеше движения (мшаНо то- 
4и3). Въ геометрическомъ смыслв матеральное тЪло мы можемъ 
разематривать какъ трехмфрную деформирующуюся среду ($ 88). 
Поэтому движеше данной массы можеть быть крайне разнообразно. 
Въ настоящей главЪ мы будемъ говорить исключительно о про- 
стЬйшемъ возможномъ движешШи массы, а именно о томъ, когда 
масса движется поступательно ($ 58), подобно твердому тзлу. 
Тогда вов точки массы имфють одновременио одну и ту же еко- 
роеть, одно и то же ускореше. Общия вефмъ точкамъ масеы скорость 
и ускореше мы будемъ въ дальнфйшемъ называть для краткости 
скорость массы, ускорен!е маесы. 
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Пусть тбло движется поступательно со скороетью ,. Если 
масса тЪла т, то произведеше ть называется количествомъ 
движен!я тя а. Количество движеня—векторъ, совпадающЕй 
по направлен!ю со скоростью. 

Геометрическая производная по времени оть количества дви- 
жешя носить назваше изм$нен1я движен:я (шобаю шофаз, 
по Ньютону). Эта производная по величин, очевидно, равняется 
произведеню изъ массы на ускореше, а по направлен!ю совпадаетъ 
съ ускорешемъ ($ 4, $ 49). 

Единицы количества движешя и измВнешя движен!я такимъ 
образомъ зависятъ отъ основныхъ единицъ массы, длины и времени: 


— __ (граммъ) (вант.). 
ед. кол. движ. — (ед. массы) . (ед. скор.) = ИТ 


(граммъ) (савт.) _ 


ед. измфн. дв. — (ед. массы). (ед. ускор. {вн ораквры 


87. Сила. Одно и то же тВао можетъ двигаться самымъ разно- 
образнымъ способомъ. Поэтому извфстпый характерь движеня 
тъла считается случайнымъ качествомъ тфла, зависящимъ не отъ 
‹амого тфла, а оть вишнихъ условй. Эти внфшня условйя, за- 
ставляющия массу измфнять свое движеше, мы называемь силами, 
Ввести силы въ анадизь мы можемъ не иначе, какъ съ помощью 
ряда заранфе сдфланныхъ условЁй или опредфленй. Наиболфе про- 
ето и строго изложены эти основныя опредфлешя подъ назвашемъ 
ах!ошафа з1уе Техез шофиз Ньютономъ въ его „РАЙозорШМае 
па{ига\з ришеййа шафеша са“ (1687 г.). Всямя поздний шя по- 
пытки реформировать или измфнить Ньютоновы положешя не мо- 
гуть быть признаны удачными. Поэтому въ дальнфйшемъ мы бу- 
демъ держаться, какъ можно ближе, Ньютона, пользуясь лишь при 
изложеши болфе употребительными теперь терминами. 


88. Первый законъ Ньютона. Прэжде всего необходимо усло- 
заться о томъ признакЪ, по которому мы узнаемъ, что сила дВй- 
ствуеть на данную массу, или, какъ говорять, сила приложена 
=ъ данйой маесЪ. Простфйшимъ изъ движен!й тфла, безепорно, 
служить движеше прямолинейное и равномфрное; скорость такого 
ивиженя постоянна по величин и направлен!ю, слфд., ‘ускореше 
Равно нулю. Частнымъ случаемъ равномфрнаго движешя будеть 
Шокой массы. Мы принимаемъ, чт) движене такого рода масса 
звожеть совершать сама по себЪф. безъ дЬйстыя на нее силы, а 
«а д.. если масса совершаеть движеше со скоростью перемфниою 
3 величин или направлешю, т. е. движеше съ ускорешемъ, 


ине Ри м 
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отличнымъ оть нуля, то не иначе, какъ оть дЪйствя на нее нЪ- 
которой силы. Другими словами, дЬйств!е силы на массу обнару- 
живается существовашемъ ускорен!я въ движен!и массы. Сдвланное 
нами услове или опредълеше носить назване перваго закона 
Ньютона или закона инерц!и. Подъ инерщей разумЪется неспо- 
собность матери самой по себф измнять свою скорость. 

У Ньютона первый: законъ изложенъ такъ: 


Согриз отпе регзеуегаге п вии $ио дшезсеп@ уе тоепаЁ 
ип/огтйег т Фтедит 5 диаепих Ши4 а итбих  йтрге$$$ с0- 
2йиг ит шит пищаге, 

Всякое твло сохраняеть свое состояше покоя или прямоли- 
нейнаго и равномфрнаго движения, если только приложенныя къ 
нему силы не побуждаютьъ его измЪнить свое состояше. 


89. Второй законъ Ньютона. Занонъ параллелограмма силъ. 
Первый законъ Ньютона даеть намъ возможность обнаружить, 
приложена ли къ данной массе сила или нфть: если масса дви- 
жется съ ускорешемъ, сила приложена; если нфтъ ускоренйя, нытъ 
и силы. Посмотримъ теперь, какъ сравнить между собою величины 
двухъ силъ. Силы могуть отличаться одна отъ другой во первыхъ 
тЪмъ, что он приложены къ различнымъ массамъ; во вторыхъ 
тЬмъ, что онф сообщаютъ маесамъ различныя ускорешя. Двз 
вилы, сообщающия равнымъ массамъ равныя ускорешя, мы призна- 
емъ равными, такъ какъ для различеня ихъ не имфемъ основашя. 

Положимъ, что нфкоторая масса т имфеть въ разематривае- 
мый моменть ускореше 0. Раздвлимъ эту масву на и равныхъ 
частей, и пусть каждая изъ нихъ будеть т, такъ что т ы—=ит,. 
Тогда про одно и то же явлене— движеше массы т съ ускоренемъ 
9, мы можемъ сказать, или, что къ массф т приложена сила /, 
сообщающая ей ускорсше 0, или, что къ и массамъ т, приложены 
п равныхъ между собою силъ /,, сообщающихь каждой массв т, 
то же ускореше 9. Отсюда естественно принять, что сила / въ я 
разъ больше силы /,, или, 


(1 


т. в. силы, сообщаюция различнымь массамъ ‘равныя ускореня, 
прямопропорщюнальны масеамъ, 

Ускорене массы представляеть с0бою векторъ; слЪд., мы мо- 
жемъ разсматривать это ускорене, какъ геометрическую сумму 
двухъ или болфе векторовъ, и въ этомь смыелв условно можемъ 
говорить ($ 84), что данная масса имфеть, вмфето одного, одновре- 
менно два, три или болфе ускоренй. Распространимъ то же услове 
и на силы, т. е, примемъ, что на массу могутъ одновременно 
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дЪйствовать нфеколько силъ, при чемъ только ускорешя, сообщае- 
мыя масс этими силами, должны въ геометрической сумм давать 
ускореше массы. 

Положимъ, что одна и та же масса т отъ двухъ силъ /; и [, 
получаеть различныя ускорешя 0, и ф,, и пусть 9, —9,. Тогда, 
по предъидущему, мы можемъ представить себф, что во второмъ 
случаф на массу т дЪйствуеть не одна сила /,, ап равныхъ между 
собою сить 9, сообщающихъ каждая ускорене 0,. Силы фи /, мы 
считаемъ равными, такъ какъ онф равнымъ массамъ сообщають 
равныя ускорешя. Отсюда принимаемъ, что /, =и/,, или 


ВЯ, р 
9 ® 


т. е. силы, сообщающия равнымъ массамъ различныя ускорешя, 
ъпропорщональны этимъ ускорешямъ. 

Сравнимъ теперь дв силы [и /,, сообщающия массамъ т 
и т, соотвфтотвенно ускореня 9 и 9,. Раземотримъ еще третью 
силу /›, сообщающую массф т, ускореше 9. Тогда по (1) сравнеше 
еиль [о и [ даетъ: 


Вы 

тт 
еъ другой стороны по (2): 

Ви. 

п 


Перемножая эти равенства, получимъ 


ту 
, 
т, 0, 


Г 

Г, (3) 
т. е. силы, сообщающия различнымъ массамъ различныя ускорешя, 
‘относятся между собою, какъ произведеня соотвЪтетвенных массъ 
за ускореня. 

Ускорене, результатъ двйств!я силы на массу, представаяеть 
бою векторъ; поэтому мы принимаемъ, что и сила также мо- 
веть быть изображена векторомъ, совпадающимьъ по направлено 
еъ ускорешемъ, но по (8) пропорцюнальнымъ произведеню ‘изъ 
жаесы на ускореше. Сдфланное нами раньше услов!е о совмзетномъ 
3афетв:и нЪоколькихъ силъ на данную массу можемъ теперь фор- 
зиззировать такъ: если масса движется оъ ускорешемъ, то можно 
ежозать безразлично, что на нее дЪйствуетъ одна сила или совмЪфетно 
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нфеколько силъ, если только геометрическая сумма послфднихъ 
равна предъидущей сизЪ. 

Геометрическая сумма нфсколькихъ силъ, приложенных къ 
одной и той же масс, носить назване равнодф йствующей 
силы, 

Когда за единицу силъ принята сила, которая единиц массы 
(грамму) сообщаетъ единицу ускорешя (сантиметръь въ секунду на 
секунду), то по (8) найдемъ 


[= ту, 


т. е. величина силы выразится, какъ произведеше чиселъ, пред- 
ставляющихЪ ‹0бою величины ‚массы и ускорешя. Въ этомъ 
случа едипица силы носить назваше дины и представится та- 
кимъ символомъ: 


(граммъ). (сантим.) 
(ина) — (сек. ср. вр.й ° 


'Изь всего сказаннаго вытекаетъ, что сила характеризуется 
1) мьстомъ приложеня, 2) своею величиною и 3) своимъ направ- 
лешемъ. 

Сдваанныя нами услошя о величинЪ, направаени и сов- 
мфетномъ дЪйств!и силъ изложены Ньютономь въ его второмъ 
закон$ и примфчани (еогоПагиит) къ этому закону. 

Второй законъ говорить: 

Мшайопет тошз ргорогйотиет е55е и тома йтргеззае её 
„Лет зесип4ит Ипеат чецат диа и$ Ша йпритйиг. 

'Измфнеше движения ($ 86) пропорщюоназьно приложенной сил 
и происходить въ направлеши силы. 

Въ примфчаши къ этому закону говорится о совмфетномъ 
дБйстяи силы. 

Согриз итфиз сотипсй$ @Шавопет рагаЦеовгаттЁ годет 
1етроге 4езстбеге дио иега зерагайз. 

Оть совокупнаго дёйствя (двухъ) силъ тьло описываетъ да- 
гональ параллелограмма въ течене того же времени, какъ и сто- 
роны его при дЬйств и силъ порознь. 

Услове о совмфетномъ дБйетв!и силъ обыкновенно называется 
закономъ параллелограмма силъ. 


90. Третй законъ Ньютона или законъ дЪйств!я и противодЪй- 
ствйя. Первый законъ Ньютона учить насъ, какъ узнать, прило- 
жена ли сила къ тБлу, второй указываеть величину и направае- 
‘не силы. Но веетаки эти два закона пе даютъ полнаго и закон- 
ченнаго опредфленя силы: съ одной стороны остается безъ отвфта 
вопросъ, какая причина тому, что сила дъйствуеть на маесу, а 
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съ, другой, по закону параллелограмма, мы можемъ предполагать 
безразлично, что на тф4о дЬйствують одна или много сить, лишь 
бы всф эти силы имфли одну и ту же равнодЪйствующую, и пока 
не имфемъ основав остановиться на какой либо изъ возможных 
въ безконечномъь числ комбинащй. Выходъ изъ этой неопред$- 
ленности, а вмфсть съ тмъ и разрьшеше вышеупомянутаго во- 
проса о причинв или источник силы, и дается третьимъ 
закономъ Ньютона или закономь о дЪйств{!и и про- 
тивод Иств!и. 

Искать причину измфнен!я скорости какой либо массы мы 
можемъ лишь въ томъ, что около движущейся массы находятся 
еще и другя массы. Если бы разсматриваемая масса была одна, 
была вполнЪ изолирована въ мфь, то мы не имфли бы никакихъ 
основан!й допускать, что движеше ея измфняется. Даже само дви- 
жене но имфло бы тогда никакаго физическаго значенйя; конечно, 
можно было бы вообразить безчисленное множество гипотетиче- 
скихъ средъ, въ которыхъ двигалась бы разсматриваемая масса, 
но 10006 изъ такихъ движев!И было бы геометрическимъ постро- 
евемъ, а не физическимъ явленемъ. Явлешемъ физическимъ мо- 
жетъ быть лишь движеше тфла относительно другого тфла, т. е. 
движене среды, геометрически связанной съ одной массой, въ 
средф, геометрически зависящей отъ другой. Но, когда у насъ 
имфются хотя бы двЪ массы, то уже мыслимо, что различ въ 
ихъ взаимномъ положени можетъ виять на движеше маесъ другъ 
относительно друга. Поэтому законъ объ источник силъ долженъ 
быть таковъ, чтобы уже и для двухъ массъ онъ даваль вполн® 
законченный результать. 

Мы принимаем, что источникомъ силы Е, дьйствующей 
на массу М, служить такая масса М, па которую дЪйствуеть 
спаа Ё,, равная, но прямопротивоположная сил Ё. 

Еели силу К пазовемъ дъйств1емъ, а силу Г, противо- 
зъйств!емъ, то можемъ сказать, что всякому дЪйствию соотвЪт- 
ствуетъ равное и прямопротивоположное ему противодфйств!е. 

Сдланное условйе, очевидно, выполняетъ высказанное раньше 
требоваше, чтобы и для двухъ маесъ не осталось ничего неопре- 
3зеннаго: источникомъ для силы РЁ, по тому же правилу, ока- 
зывается масса М и, сафд., система силь Ри Е, впоанф опредф- 
зевная н замкнутая. 

Теперь уже ясна необходимость закона параллелограмма и 
зеякая неопредфиенность исчезаеть: тв силы дЪйствують на массу, 
зая Боторыхъь мы можемъ указать источникъ. Если извЪетенъ 
еточникъ для одной силы, то и приложена на самомъ дфлв къ 
ат только одна сила, и слд., разложен!е ея представаяеть ©0б0ю 
вешь геометрическое построевше; если для одной силы не нашли 
еточиика, то должно искать для двухъ, трехъ или бодфе, и только 
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тогда опредфлится, кавя сизы и въ какомъ числ приложены къ 
твлу въ дьйствительности. 

Ньютономъ трет! законъ формулируется такъ: 

'Асйош сошгатат зетрег её аедиайет е55е геасйопет зе 
согрогит 4иогит асИопез т 5е пийио зетрег еззе аедиае; её т 
рамез сотгапа; @ тт. 

Дъйствию всегда соотвЪтствуеть равное и противоположное 
противодЬйств!е или дЬйствя двухъ тёлъ другъ на друга всегда 
равны и прямопротивоположно направлены. 

Замвтимъ, что высказанный нами законъ, требующий, чтобы 
двйстве и противодЪйств!е были равны и прямопротивоно- 
ложны (56), даеть возможность указать источникъ лишь для’ 
такихъ силъ, которыя дьйствують на массу безконечно малыхъ 
размфровъ, да и источникомъ можеть служить лишь масса разм$- 
ровъ также безконечно малыхъ. Иначе, для конечныхъь массъ о 
прямой противоположности не можеть быть рёчи, такъ какъ т0- 
чекъ приложеня силъ будеть безчисленное множество. Поэтому, 
когда силы приложены къ масс, занимающей конечный объемъ, 
надо предварительно разбить эту массу мысленно на безконечно 
малые элементы и затмъ уже искать источники для силъ, дЪй- 
етвующихъ на элементарныя массы. 

Законъ о дЬйстыи и противодъйетви заканчиваеть собою 
тоть рядъ опредфленйй или условй, съ помощью которыхъ вво- 
дится въ Механику понят о силф. Мы придерживались изложе- 
вн Ньютона, причемъ основнымъ понятемъ служило у насъ по- 
ние о матери или масеф, и изъ него, съ помощью понят!й о вре- 
‘мени и пространетвЪ, мы получили, какъ производное понят, 
силу. Можно было бы итти обратнымъ путемь и взять за основ- 
ное понят!е силу, тогда поняте о массв можно было бы ‘ввести еъ 
помощью ряда условй, подобныхъ вышеприведеннымъ. 


91. Движене массы относительно другой массы. Въ 5 89 мы 
упомянули, что физическимъ явлешемъ можеть быть лишь дви- 
жене одного тБаа относительно другого; опредфяимъ точнфе, что 
мы подразумфваемъ подъ такимъ движешемъ. Геометрическимъ 
образомъ. связаннымъ съ предетавлешемъ о масс, служить трех- 
мЪрная среда ($ 38). Еели масса твердая, т. е. такая, что разетоя- 
ве между любыми двумя точками въ ней остается постояннымъ, 
то среда, ей соотвфтетвующая, будеть неизмфняемою; для массы 
мягкой ереда будеть деформирующеюся. Въ первомъ случав ереду 
(неизмфнную) легко распространить и за границы объема, заня- 
Таго самою массою, а потому опредфлить, что называется движе- 
немъ какой либо массы, твердой или мягкой безразлично, отно- 
сительно твердой, нетрудно: это движеше нЪ$которой деформирую- 
щейся или неизмфнной среды, соотвзтствующей движущейся масс®, 
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_ въ средЪ, неизмённо связанной съ твердою массою. Если же 
_ тфао А, относительно котораго мы желаемъ раземотрёть движен!е 
_ другого твла В, само мягкое, то подъ движен1емъ тфла В от- 

носительно А, соотвътетвующимъ данному моменту, бу- 
_ демъ разум®ть движеше В относительно массы А, затвердфвшей 
_ въ той конфигураци, которую она имфла въ разсматриваемый мо- 
`менть. Такимъ образомт, и здЪфеь придется имфть дфло лишь съ 

_ движешемъ въ неизмфняемой сред. 


ДИНАМИКА ТОЧКИ. 


ГЛАВА 1Х. 


Матер!альная точка. Дифференщальныя Зин 
движен!я точки. Ихъ интегралы. 


92. Матергальная точка. Когда масса движется поступа- 
тельно, можно ограничиться изучешемъ движеня одной какой- 
нибудь точки этой массы. Тогда естественно и силу, дВйствующую 
на тЬло, изобразить векторомъ, приложеннымъ къ выбранной нами 
точкф, представительниц остальныхь точекъ тфла. Такая точка, 
замфняющая собою массу, носить назване точки матер!аль- 
ной. ВмЪето того, чтобы говорить о тваф, движущемся поступа- 
тельно подъ дЪйствемъ силы Г, можно говорить о движени ма- 
теральной точки, къ которой приложена та же сила №. Матераль- 
ная точка характеризуется не только своими координатами, какъ 
точка геометрическая или кинематическая, но и своею массою, 
т. е. массою того твла, движеше котораго представляется взятою 
матеральною точкою. 

Мягкое тфло можеть двигаться самымъ произвольнымъ обра- 
зомъ, но мы всегда будемъ предполагать, что движен!я безконечно 
близкихъ точекь массы различаются безконечно мазо. Поэтому, 
если раздфлить движущееся тфло какими либо поверхностями, 
напр., координатными, на безконечно малые по объему элементы, то 
можно принять, что эти элементы движутся поступательно, и ©л%д. 
каждый изъ нихъ можетъ быть замфненъ матеральною точкою съ 
безконечно малою массою. Такимъ образомъ и самый общий елу- 
чай движешя деформирующатося тфла еводитея къ раземотрёнию 
движешя совокупности матеральныхъ точекъ. 

Динамика точки изучаеть движеше одной матер!аль-., 
ной точки подъ дъйстыемъ заданныхь силъ. Раземотрёне движе” 
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я совокупности матемальныхъ точекъ съ конечными или безко- 
нечно малыми массами составить предметь Динамики сис- 
_ темы. 


93. Дифференщальныя уравнешя движеня матергальной точки. 
Если второй законъ Ньютона, примфненный къ матеральной точк\, 
выразимъ формулою, то найдемъ: 


(тб) = (Е), 


тдф № масса точки, с —ея ускореше, №—равнодЪйствующая при- 
зоженныхь силъ. 

Когда система координатъ, опредфаяющихъ положен!е точки, 
декартова, то предъидущее равенство можно замфнить тремя та- 
вими ($ 49); 


4х р: ‚. 
ав ==” — Есоз (Ез) = Х; 
4у > я 
тар ту = Еоз (Е) У: (1) 
за = тг’ = Ревз (Её) = 2. 
а 
ь Когда же координаты кая либо криволинейныя, то ($ 52) 


иифемъ: 
т |а% ай | 


Ее (Е1)=9,; 


А, | #9’ 0, | 
ав _%]|_ 


= Роз (Ё2) = 9;; (2) 


пам _ 4% 
д, | @ 94’ 49, 
9,, 9,, ©, проекщи равнодЪйствующей на соотвфтетвенныя 


‘криволинейныхъ координать. 
Такъ напр. для сферическихъ координать ($$ 39 и 52), найдемъ: 


‚|= Воже = ©,; 


т (2" — рф" — рт у) = Ееоз (Еа)=Р; 
= [5 (в) — рниоен 4 | = Рон) =Ф; = @ 


ен 
раыра 7 9) = Реж) 
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Даля цилиндрических, подобнымъ образомъ: 
т 2" — Еебз(Е\) = 7; 


т ("’ — 70) = Есоз(Ер)== И; (4) 
та 30” — — 
зщ") =Ров(Р)= 0: 


Еели возьмемъ проекщи ускореня на касательную, ращусъ 
кривизны и бинормаль траектор!и, то ($$ 49 и 51) получимъ: 


"р ры 
5? 

т— = Е; 5 
я р (5) 
0—2 


тдь Г., Е», Е, проекщи равнодьйствующей на вышеупомянутыя 
три направленя. 

Зависимость силъ отъ времени, положен!я точки и скорости 
ея можеть быть задана произвольно, т. е. въ равенствахъ общаго 
типа (2) количества ©, ©,. ©, произвольныя данныя функщя 
времени, координатъ, и первыхъ производныхъ оть координать 
по времени: 


4, 1, 6999 9,', 4,4); @ =; ©, = 1, 


Производныхъ второго и высшихъ порядковъ не вводятъ ар- 
гументами въ функщм /,, /», и /, потому, что связь между силами 
и ускорешями перваго и выешаго порядка не можеть быть дана 
по произволу, а должна согласоваться со вторымъ закономъ Нью- 
тона. 

Такимъ образомъ, равенства (2) предетавляютъ собою три за- 
висимости между временемъ, координатами 4;, 4, 4, ихъ пер- 
выми и вторыми производными по времени. Главная задача Ди- 
намики точки состоить въ опредЪлени движеня точки по задан- 
нымЪ силамъ, слфд. конечная цфль ея заключается въ нахождени 
координать движущейся точки, какъ функщй времени изъ ра- 
венетвъ (2). Въ этомъ-емыслВ равенства (2) служатъ совокупными 
дифференщальными уравнешями второго порядка относительно 
трехъ неизвфетныхъ функщй времени 4, 4., 4.. и слфд. задача 
Динамики сводится къ интегрированю системы этихъ совокуп- 
ныхъ уравнен, носящихъ назване дифференц1альныхЪъ 
уравнен1й движен!я матер1альной точки. 
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94. Интегралы движеня. Приемы для интегрировавя совокуп- 
ныхъ дифференщальныхъ уравнеши излагаются въ курсахъ Ана- 
лиза,—мы ограничимся здфеь замфчашями самаго общаго харак- 
тера. Такъ какъ дифференщальныя уравненя движешя второго 
порядка относительно трехъ неизвфетныхь функщИ 4,, 4.. 4» ТО 
самыя обийя выражешя для искомыхъ функц! времени будуть 
содержать шесть произвольныхъ постоянныхъ. Дая получешя 
такихъ общихъ выражен! мы въ большинетвв случаевь пойдемъ 
нижеслдующимь путемъ. 

Функщя 1 .($ 43) относительно скоростей 4,', 4»', 4.’ степени 
второй, слЪд. производная г будеть линейною функщею отъ ско- 


ростей 4:, а потому лфвыя части уравнен!Й (2) содержатъ вторыя 
‘производныя отъ координатъ лишь линейнымъ образомъ. Положимъ, 
что систему (2) намъ удалось замфнить ей равносильною такою 


а , , „ 

да (6 4, 45 Ч» Чи’, 4, ')=0; 

а 1 Е, 

29а 6, Ч, Ч 4» Ч, › 41,43) =0; (6) 


а а 
2695 (@, Чл» Ч» Чз» Ч 45 9) =0 


Двф системы уравнешй мы называемъ равносильными или 
эквивалентными тогда, когда одна изъ нихъ нваяется слфд- 
‘атаемъ другой и наобороть другая слфдотыемъ первой. 


Но система (6) равносильна сабдующей: 
Фи (4 4, 4», 4’, 4’, 6) = С,; 
в (1, Ч, Ча» Ч» Чу» 4, 6’) = Су; (7) 
Фа (6, Чл» Язь Ч» Ч. › 4, 9: ) = Оз; 


0.,, С, произвольныя постоянныя. Равенства (7) и по- 
мъ, т. е. содержания время, произвольныя по- 
ыя, координаты, скорости и справедливыя въ силу 
щбальныхъ уравненй движеня, носнтъ назване пер- 
Е ъ интеграловъ движен!{я. 

Допустимъ далфе, что и систему (7) мы съумфемъ свести къ 
ей равносильной: 
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а 
ди 64: Чь Си 6, б)= 
а и 
2 #3 (6,44 в бы С, 050; 


а 
@ 2 6 4, 4», 4» Сь Сы, С) =0. 


Но эта система равносильна слвдующей: 
ЧР, (6 4 Ч», 45, Су» О» С) = С; 
Ч, (4, 4, Ч», Сы, С» С) = б,; (8) 


Ч, (6 4 4, 4» Сь С, С:) = бь. 


Полученныя равенства и подобныя имъ, т. е. содержащйя 
время, координаты, произвольныя постоянныя, не заклю- 
чающ!я въ себф скоростей и справедливыя въ силу дифференщаль- 
ныхъ уравнен!й движен!я, носять назваше вторыхъ интегра- 
ловъ движен!я. Когда найдены три независимыхъ другъ оть 
друга вторыхъ интеграла, содержащих шесть независимыхъ другъ 
оть друга произвольныхъ поетоянныхъ, то задача интегрироватя 
кончена: мы можемъ отеюда опредфлить самыя общ!я выраже- 
ня для искомыхъ функц времени 4,,4.,4., выражешя, содер- 
жацйя шесть произвольныхъ постоянныхъ. Такъ въ нашемъ 
случав изъ равенствъ (8) имфемъ: 


9: = (& С, С, С, Сь, С,, С,; 
9: — №, С,, О, С, С, С, 6%); (9) 
9: = (& С,, С, О, Сь Сь бь. 


Въ томъ, что самыя общ!я выражен!я для координатъ должны 
заключать въ себф шесть произвольныхъ постоянныхъ, мы можемъ, 
убфдиться и безъ помощи Анализа такими кинематическими со- 
ображешями. Дифференщальныя уравненя движеня опредфаяють 
собою въ любой моментъ величину и направлен!е ускорешя движу- 
щейся точки, слЪд., если мы въ какой либо данный моментъ &, 
называемый начальным, дадимъ движущейся точкЪ произ- 
вольное положеше.и сообщимъ ей произвольную скорость, то, зная 
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ускореще, съумфемъ найти скорость и положен!е этой точки для 
момента (, смежнаго съ начальнымъ. Принявши этоть моменть &, 
за начальный, тёмъ же путемъ опредфлимъ скорость и положеше 
точки для момента #,, безконечно мало отстоящаго отъ {,, ит. д.; 
такимъ образомъ, вообще говоря, мы съумфемъ найти скорость и 
положен!е точки для любого момента, слфдующаго за начальнымъ 
или предшествовавшаго ему. Другими словами, мы опредфлимъ 
движеше точки при любомъ начальномъ положенши и при любой 
начальной скорости, а для этого необходимо шееть произвольных 
постоянныхъ. Давши соотвфтетвенныя значешя этимъ постояннымъ, 
мы заставимъ нашу движущуюся точку въ данный моментъ пройти 
черезь данное положен!е съ данною скоростью. Если 
Запный начальный моменть—й, данныя начальныя координаты 
ТОЧКИ —910, 430, 4, а данныя начальныя скорости (по координа- 
Тамъ)—(',о, 4'з0› 9 'зо› ТО По (9) произвольныя поетоянныя (\, С,,... С, 
зюажны быть корнями уравненй: 


ПГ. (4%, 0......С); чы = ибу..- 0), 9 = 1..6 
ЧА", Сь,. -- С), ЧЁ, С... Сы), 99 С,... С), 
_тдЬ запятою означены производныя по времени. 

Всякая система № совокупныхъ дифференщальныхь урав- 
зе второго порядка можеть быть замфнена системою 2 М урав- 


везй перваго порядка. Поэтому, если мы къ ‹амимъ диффарен- 
збальнымь уравнешямъ (2) прибавимъ три такихъ уравненя: 


а чоаЕ Зе (40) 


шозучимьъ шесть совокупныхъ уравнешй перваго порядка отно- 
шести неизвфстныхъ функц! времени 4,, 4, 4, 4, , 43’, 4з'. 
ан этой системы будеть закончено, если намъ удастся 
шесть ея независимыхъ интеграловъ 


1 (6 4, 9х, Чз, Ч,', 42’, 4’) = А, 


1» (6 Чл, 4» 9, 9,', 4х', 4,') = Аз, 


Те (6 4, Чь 4, 9’, 4’, 4) = А, . 


16 ДИФФЕР. УРАВН. ДВИЖ. ТОЧКИ. гл. 1х $ 94. 


тдВ 4,,...А, произвольныя постоянныя. Изъ написанных А 
венствъ опредьлимъ 


4: = (6 4, 4,,... 43); 

ЧЕТ, 6, Ари 

ЧеааЬ (6.4: 4,,... 4); 

О НУ 

Ча фе (Чи Арне) 

Че ВА, 4,,... 4); 
при чемъ должно оказаться, что 


а) Г 
9: А. Е, Е 


какъ этого требуютъ уравневя (10). 


ГЛАВА Х. 


Прямолинейное движен1е свободной матер!альной 
точки. 


95. Услов!я, при которыхъ свободная матер!альная точка дви- 
жется прямолинейно. Въ предъидущей главф мы вывели дифферен- 
шальныя уравненя движешя матеральной точки подъ дЪйстнемъ 
заданныхьъ силъ, когда движеше этой точки ничфмъ не стфенено, 
ве ограничено никакимъ заранфе даннымъ условемъ, или, какъ 
товорять, когда точка свободна. Теперь мы займемся раз- 
емотршемъ проетьйшаго елучая движен!я свободной матертальной 
точки, а именно того, когда эта точка движется прямолинейно. 
Бели одну изъ координатныхъ осей, напр. От, направимъ парал- 
зеаьно разсматриваемой траектор!и, то уравненя этой траектори 
к й 


У — с018й, & = с018ё, 
в ез5д. по (1) главы ТХ: 
ра о (еек: 
У=0, 2=0; а, 
= равнодьйствующая доажна имфть постоянное направлеше, ; 
ъьное траектори. 
Но этого услов:я недостаточно, ибо тогда два посавдея урав- 
движеня (1) главы ТХ будуть 


у=аё-а, е=ы-В, 


№, В, =, 3 произвольныя постоянныя. Условимся всегда означать 
моментъ—!,, начальныя координаты точки—2,, /ь, 20; 
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начальныя скорости по осямъ—2,’, у’, 2. Тогда предъидущия ра- 
зенства дають 


уу (#— В) Руза = (#— а; 


откуда видимъ, что траекторя будеть прямою, параллельною Оз, 
лишь тогда, когда 

, р Ч. 220 

У =0; 4 =0. (2) 

Такимъ образомъ по (1) и (2) свободная матеральная точка 

описываетъь прямую линйо тогда, когда сила, приложенная къ ней, 

имфетъ постоянное направлен!е, & начальная скорость параллельна, 

этому направлен1ю, 
6 р альнфйшемъ мы будемъ брать траекторию за Ол (у=0 
а ограничимся изсхвВдовашемъ одного только НЫ 


та" —=Х—=[(, 2,2). (3) 


0196 Прямолинейное движене подъ дъйстьемъ силы, зависящей 
лишь отъ ‘времени. Когда данныя силы зависять только оть вре- 
мени т; е. когда 


ХИ, 


задача о прямолинейномъ движеши точки рфшается весьма просто. 
тИнтегрируя уравнение (3) и опредфляя произвольныя поетоян- 
ный ‘по начальнымъ даннымъ, получаемъ 


+ 
тии |0 
% 
Интегрируя еще разъ, имфемь окончательно: 
С х 1 : 
г те — тэ — то (&—&)-- @ тов. (4) 
| оо 


Примфрь: Прямолинейное движене тяжелой точки. Если ось 2—овъ 
направлена вертикально книзу, а ускореше тяжести означимь 9, то уравне- 
не движеня будеть 


тх” — ту, 
и сад. по (4); 
ь аж (еь) 5—6) 
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Если 2’ >0, то съ самаго начаза движенЁя (съ момента 1,) точка па- 


хаеть ввизъ. Есаи 2’ <0, то до момента т =. точка движется квер- 


, 
ху, вь моменть т прюстанаваиваетея на высот &- ин затфмь па- 
зветь книзу. 


97. Прямолинейное движен!е подъ дЪйствемъ силы, зависящей 
лишь отъ положеня точки. Когда сила зависить только отъ поло- 
женя точки, т. е. 


Х=/@), 


то вопросъ о прямолинейномъь движени точки р8шается съ по- 
мощью двухъ квадратуръ. Умножаемъ об части уравнев!я (8) на 


ти — ах, 
‘тогда обратимъ ихъ въ полные дифференщалы: 
да’ а' ах! = [ (а) ат; 
еаЪд., ивтегрируя, найдемъ: 
За=Е®-- с, 


тв С произвольная постоянная, а Е (2) = уу [(2) ах. Рьшая по- 
зученное уравнешюо относительно 2”, имфемъ 


\ "== 2Е(2)-- 20, 
4х == э. 
Уьео- У 


интегрируя, 


к @& } 
Уз+в= уно 96, Го) 


_В вовая произвольная постоянная. Полученное равенство и 
= какъ функц! отъ и двухъ постоянныхъ произволь- 
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9 Примфры: а) Прямолинейное движене точки подъ дЪйстыемь силы 
иритяжен!я къ неподвижному центру прямопропорц{онально 
разстоян1ю; м „иссле 

Возьмемъ центрь притяжен!я за начало координатъ. Тогда, если коеф- 
фишенть пропорщональности примемъ равнымь №, для силы Е имфемъ 
выражение: 


Е т, 
тд г разстояне отъ точки до начала координать, или 
Е=-Е ть, (5) 


при чемъ должно взять верхний знакъ, если 2 > 0, т.е. точка на положи- 
тельной половин оси х—овъ, и вижнИЙ знакъ, если х< 0, т. е. точка на 
отрицательной половин% оси 2—овЪ. Сила № направлена къ началу коорди- 
натъ, 62% д. 


сов (Ее) = == 1} (в) 


верхнЙ знакъ надо взять, когда 2 > 0, а нижн!Й, когда 2 < 0. Соединяя (5) 
и (6), получимь для Х = Реоз (Ех) такое выражеше 


Х=— Юта, 


независимо отъ того, гдф точка находитея, на положительной или на отрица- 
тельной половин% оси х—овъ, 


'Интегрируемъ уравнене: ` 
тах’ = — Ютх. 
вышеуказаннымь способомъ; тогда, по сокращеши на т, получаемъ, 


Та 1 


5 эй 0. 


Произвольную постоянную О опредфляемь изъ начальныхь услонй: 


о а вл 


Сл\л. найденный интеграл: 
а (#2 — 42), (7) 
тдЪ мы положили 
из — из. 
Уже изъ (7) видимъ, что наибольшее удалене точки оть притагиваю- 


щаго центра пе можеть превышать ®. Пусть положительное направлеше оби 
х—овь выбрано такъ, что 2’ > 0, тогда по крайней мЪр\ въ начал движе- 


фене ре Кд  Иь4 ао, Шла лазалеНЙ 
( , р 
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в!я проекщя скорости на 02 будеть положительна, слфд., извлекая радикаль 
со знакомъ -|-, получаемъ: 


45 


= =#4; 
Ут 


откуда 


я 
атозт и МН, 
Прюизвольная постоянная 


ао и 9—4. 1 


Иначе можемь написать: 
зп. т (Н-У. (8) 


Движен!е, опредфляемое написаннымъ уравнешемь, называется про- 
«тымъ гармоническимъ движешемт. Точка колеблется около центра 
шратажен!я; наибольшес отклоневе ея отъ центра равно ® и называется 
зитудою. Движене гармоническое служить примфромь движенй 
щер1охническихъ, т.е, такихъ, въ которыхъ движущаяся точка въ мо- 
ваты времени, отстоящие другь отъ друга на постоянный промежутокъ 7, 
Звазываемый пер1оломъ, занимаеть одно и то же положен1е и имфеть одву 
№ т: хе скорость. Въ нашемъ случаф перодъ 


т 


Бели бы мы пожелали представить графически, какъ измфвлются съ 
времени скорость движущейся точки и разстояв!е ея отъ притяги- 
центра, при чемъ абецисса изображала бы собою время, а орди- 
иди разстояне, то мы получили бы кривыя лиш{и, называемыя 
У оовдамн. Этими синусондами часто пользуются въ Физик, когда 
аеть о простомъ гармоническомь движени. 

1 Прамолинейное движев!е точки подъ дЪйстыемь силы отталки- 
= оть неподвижнаго центра прямопропорц!онально раз- 
1» Реремъ начало въ центрЪ отталкиван!я, Тогда совершенно такъ, 
в зрехъялущемь примфрЪ, убфдимол, что въ разсматриваемомъ случа 


Х = та, 


пропорщюнальности взять равнымъ я, 
 Шизеграруя уравнене 
та’ = Юта, $ 
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получимь 


о, 


или, опредЪляя произвольную постоянную С по начальнымъ данным: 
аз а — Фа в ®) 


Пусть положительное направаен!е оси 2—овъ параллельно начальной 
скорости, тогда 2.’ > 0, а нотому, извлекая радикаль со знакомъ -|-, имемь: 


АЕ. НИИ. 


откуда интегрируя: 


Произвольная постоянная В опредЪфлится такъ: 
В=щ (+ =) _ в. 


Подставляя это значене для В и замфнаяя логарифмы числами, найдемъ: 


РСТ Зы (10) 


— (1—№) 


что, послф упрощеншя, даетъ: 
ее —® (1—4 
„-У паи (&- =). - ы (11) 
Изь (10) н (11), складывая, найдемъ . 
, | а 
#=1 {+ ы а 1.) + (=, г. у (Е *). (12) 


Постоянная 25? — 2%? можеть быть больше нуля, меньше нуая и 
равна нулю. Разберемь всф эти три случая. 


2 з 
Он — м? > 0, 
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Въ выражении (12) беремь за общий мвожитезь]/ 
окажется Б 


Я вы м 
2=3 и — {. — |, (18) 
если док 


кон / мовцон 
АИ 2-Е №" 


Такъ какъ по (9) скорость не можеть обратиться въ нуль, то движене 
происходить всегда въ одномъ направлении, а именно въ положитезьябм На: 
правлен!и оси х—овъ (по условю, ж,' > 0). Если точка въ своемь Чачазьножь 
положени была на подожительной половин осн 2—овъ (4% > 0), пооюна съ 
зостоянно возрастающею скоростью будеть непрерывно удаляться отъ центра 
‘тталкиванйя. ы 

Если 2, < 0, т.е. начальное положеве на отрицательной половин оби 
=—овъ, то скорость движущейся точки сначала’ уменьшается, ‚показ негдо- 


чстагнеть своего минимума Из №? въ тотъ моменть (# ==), когда дви- 
зкущаяся точка проходить черезъ центрь оттаакиванйя (2—0); затьмь ско- 
есть все возрастаеть и точка уходить на безконечноеть въ положительномь 
зввиравзен!и осн х—овъ. 


дат па 


Е 
р 0. 


Теперь въ выражен! (12) беремъ за общёй множитель И ня 2" 
зат ы 


1 = ив ® (+) (| Нави ме 
== Ив { фе р (14) 
м. м, ща 
в Е м ‚аду 


Шо (9) изи (14) видимъ, что наименьшее возможное численное значе- 
заерлинаты 2 равняется 


ча Ъ ад 
мы вон 
еее зназен1я скорость по (9) обращается въ нуль и затЪмъ измфняеть 
вазравлен!е. Если 2, > 0, то точка съ возрастающею скоростью уда- 
а безконечность въ позожительномь направленш оби -—овЪ (по 
2 > 0}; если же < 0, то движущаяся точка съ убывающею ско- 
шраближается къ центру отталкивавя на ивнимальное разстояше 
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(въ моменть # =^) и затьмъ съ возрастающею скоростью уходить на безко- 
нечность въ отрицательномъ направлен оси 2—овъ. 


С 
Эр = =0. 


Зд»сь могутъ быть два случая или 2’ — #2 =0, или хо’ -|- 4, =0. Въ 
первомъ случа по (12): 


(1%) 
е ; 


точка уходить на безконечность съ возрастающею скоростью въ положнтель- 
номъ направлени оси 2—овъ (2% одного знака съ 2’ > 0). 


Во второмъ случав по (12): 


—* (1%) 
#=жще ; 


точка асимитотически приближается къ центру отталкиван!я, 


98. Прямолинейное движене подъ дЪйствемъ силы, зависящей 
лишь отъ скорости. Когда сила зависить только оть скорости, т.е, 


Х=И 2), 
тогда въ уравнеши: 
та’ (2), (15) 


замфняемъ 2” зоразь и получаемъ: 


тах’ 
г. — 4, 
=) 


откуда, интегрируя: 
‘эп 4х ы г 
Та” =$(2)=#А, (16) 
тдв А произвольная постоянная. Допустимъ, что изъ этого урав- 
нен!я мы съумфемъ найти 2’ какъ фувкщю отъ #-|- 4. 
я = А) 
или иначе 


аж ф (Е 4) 4. 


АТР 
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'Интегрируя, найдемъ 


г в= [фед = ФА), 


что и рышаетъ вопросъ. 


Когда изъ (16) нельзя найти 2’ какъ явную функцию вре- 
НЫ М поступить такъ; умпожаемъ 06% части уравнешя (15) 
на 9 — 4х: 


та’ @ = тз’ах' — [(2') ах, 


или 
тхах _„. 
а 
_ откуда 
т) = 0, ` (41) 


_Й2) 
тдЪ С произвольная постоянная. Пусть отсюда мы можемъ найти 
=, какъ явную функцию 2: 


‚_ 4 га 
#"—=чц=А@- 0), 
_ паи 
4х 
ще = 


Интегрируя, найдемъ: 


4 1 @— 
етонеено=е р, 


равнеше, опредфляюние 2, какъ функцию времени и постоянныхъ 
‘произвольныхъ Си 1) 

Наконецъ, если уравнешя (16) и (17) неразрёшимы, то мы 
сохранить оба эти уравненя, такъ какъ второе опредЪ®- 
зветь 2, какъ функцию оть 2', а первое даеть зависимость =’ отъ 


Шримфры: а) Прямозинейвое движене тяжелой точки въ средф, с о- 
фотивляющейся пропорц!онально первой степени -ско- 
ети. Уравнеше движеня въ разсматриваемомъ случа% будеть 

тл" = 9 - Гсоз ([т); (18) 
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ось х—овъ направлена вертиказьно книзу; у—ускореше тяжести; /—сила со- 
противаен1я. По условю сила сопротивлен!я пропорцюнальна первой сте- 
пени скорости, сад. 


ЗЕ тай, (19) 


если для удобства коеффищентъ пропорщональности возьмемъ равнымъ Дт, 
'ВерхвйЙ знакъ надо взять, когда 2’ 0, т. е. точка падаетъ внизъ (Фиг. 53 а), 


Фит. 53. о 0 
(2) (2) 
+ 
т 9 ых х 
Хх 8.1 


а нижн!Й, когда 2’ < 0, т. е. точка брошена кверху (Фиг. 535). Но сила 00- 
противленёя всегда противоположна направлешю движеня точки, сл%д. 


1 (20) 


тд пало взять верхнМ знакъ, когда 2’>0 (Фиг. 53 а), и вижнй, когда 
2 < 0 (Фиг. 585). Соединяя (19) и (29), пайдемъ по (18) уравневе: 


е0з (12) = 


2" —9— №, 


справедливое независимо оть того, въ какомъ направлены движется точка, 
Зам/угимъ, что уравневе движен!я сохранило бы свой видъ для двухъ ва- 
праваев!Й при всякой сил сопротнваеня, пропорщовальной нечетной 
степени скорости, 

Полученному уравненйю дадимъ видъ: 


ат’ 
=== 4+, 
откуда, интегрируя, имфемъ: 


109 (9—2) == № 109 С, 


— № 
9—7 =0е 
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Произвольвую постоянную С опредфанмъ изъ начальныхь условй, по- 
_ аагая & =0: 
С=9— Юж. 
.А потому 


= сафдоват. послф интегрировавя и опредфлен!я произвольной постоянной 
зайдет: 


И ус 
г=%+-% 4 ь (==) ( —1. 


\ 

Движение асимптотически прнбзижается къ равномфрному со скоростью 
<. везависящею отъ начальныхь условй. Позожеве дввжущейся точки при 
{ весьма большомъ мало отличается отъ того, которое она занимала бы, если 


_ №. выйдя изъ вачальнаго положешя х= я. -- 5 РА двигалась равно- 
вн у 


ЗЖФрво со скоростью %. 


6) Прамолинейное движеше тяжелой точки въ средф, сопро- 
тавляющейся пропорц!онально второй степени скоро- 
«та Направимь ось 2—овЪ вертикально книзу. Тогда уравневе движеня 
обозначен яхъ предъидущаго примфра будетъ: 


тд” — та -|- [со ([4). 
Въ -настоящемъ случа /— {24и27?, если коеффищевть пропорщональ- 
равенъ Ат. Что же касается до косинуса угаа (/2), то по предъ- 
08 ((2) === 1, 


верхн!Й знакъ надо взять для движеня внизъ, а нижн для дви- 
взерхъ. Такимъ образомь мы получаемъ для движен1я внизъ уравнене: 


д" =9— 7, (21) 
дважен!я вверхъ: 
я =9- 1, (22) 


Олню уравневше переходить въ другое при помощи замфны  черезъ 
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Будемъ интегрировать уравнене вида (21). Умножая обф части на 4, 
получимь. 


или 
а оу 
Уаы Уфы 


откуда, ивтегрируя: 


Изчы _Уэ+ 
Уфы Узы 


Рьшая относительно 2’, имфемъ: 


2нуд = 
и-Ия Ия Е уе (И) _ 
а эму 9 р 
(Ия) е + (Ия №) 


, нИо —мИи р 
“ 109 | 9-- ка) е + (И я— же я (3) 
Интегрируя, получаем: 


ни 


НУ 
в+\ в [Из Бы )е (Иде 


Произвольная постоянная. 


В=%— м ЗУ. 
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Поэтому 


р 


а АН 
аж ши (‹ у %: к "+; 


.- (= е и" ыя 


Изъ (23) видно, что движене асимптотически приближается къ равно- 
ифрному со скоростью , независящею отъ начальныхь условй. 

Чтобы получить формулу для движеня снизу вверхъ, подставляемь въ 
(24) виъсто & выражеве И 1; позучаемъ: 


в=%— 19 [Ув у, ту и (ы у». (55) 


Точка останавливается въ моментъ 
«= 


атс 9 (= ) 
г вУл У’ 
№ сл$д. съ этого момента надо пользоваться формулою (24), при чемъ х, надо 
замфнить значенемъ правой части (55) для #—1т, а <,’ положить равнымъ 
жузю. 


в) Въ вндЪ примфра на второй иремъ интегрировантя уравнев!я дви- 

жезл въ разсматриваемомь случаЪ, рьшниь такую задачу: тяжелая точка 

Ярошена кверху съ начальною скоростью г, и движется въ сред, сопро- 

тивляющейся пропорц:онально второй степени скоро- 

ти; опредфлить, съ какою скоростью точка вернется въ первоначальное но- 
Че. 


‘Сначала движев!е происходить сообразно съ дифференщальнымь урав- 
ь (22): 


и о На”. 
Представивъ его подъ видомъ: 
ват _. 
урны, 
емъ: 
109 (9-Е #2?) = 29-109 С. х (58) 


Если начало координать помфетимь въ начальномь положеви точки, 
озожимъ х, —0, то постоянная 
СЫу-- вол, 
вместо (26): 
ег 


2 р 
о-ва (о-Ноз)е . (7) 


Координата той точки, въ которой лвижущаяся остановится, найдется = 


изъ пр ураввен!я, полагал въ немъ х’—=0. Искомая координата = 
отрицатезь! д. если ее означим» черезъ — /, й будеть > 0 и по (7): 
ра А Е ие 
та 
маи 
2 в ‹ 
е = ^ 97. (28)- 


Для движешя внизъ замфнлемь въ (26) &2 на — #: 
109 (9 — №2) = — 925 109 С. 
Произвольную постоянную С находимъ, замфчал, что 2. = — №, 2 =0: 


— 2% 
С=9е ; 


Слфдовательно 3 


7 + а —2# |=) 
9—5" =де ь 


Скорость 10, съ которою точка вернется въ начазо коордивать, най- = 


дется, если въ предъидущемъ уравнени положныь х — 0: 


= 2 НИЕ и 


Выяо (1 =9е - г 


.А пользуясь (28), находимъ окончательно: 


ы — 2 
2 — ще ; 


ТЛАВА хХ1. 


тБйне случаи криволинейнаго движен1я ©во- 
бодной матер!альной точки. 


99. Криволинейное движен!е точки, сводящееся на задачу о нф- 
ихъ прямолинейныхь движеняхъь отдфльныхь точенъ. Пели 
йствующая силъ, приложенныхъь къ движущейся точк® 
„ что 


Х=А (62,2); 
УР (уу; 
= (62,2); 


эчевидно, каждое изъ уравнешй движешя: 
та’ = Х=ИА 2, ="); 
ту" = У=, (5,9); 
та" — ==, (&2,7'); 


быть проинтегрировано независимо оть другихъ, и слфд., 
© движеши разематриваемой точки сводится къ рёшеню 
задачь о прямолинейномь движени трехь точекъ, проекций 
точки на оси координат. 


Шростьйния изъ такихъ движешй и раземотримъ въ наетоя- 
тзавъ. 


100. Криволинейное движене тяжелой точки, Возьмемъ ось 
вертикально книзу, ускореше тяжести означимъ 9; тогда 
движения будуть: 


та" — 0; ту’ —=0; та" =. 


ь а 
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Непосредственно интегрируя ихъ и опредфляя произвольныя 
поетоянныя, получимъ: 
&= ао (1—4); 
у (№); 
ге ана (0-Е. 
Исключая время, находимъ уравнешя траектори: 


Уи — 29; 
— 4 9 (#— 2) 
ааа Натье" 
То 


Возьмемъ начало координатъ въ начальномъ положени (2. = 
—=и%=42=0), плоскость 2=Ох проведемъ черезъ направлеве на- 
чальной скорости (у —0), уголъ начальной скорости съ осью 
2-овъ (уголъ прицфла) означимъ черезъ о, причемъ а считаемъ 
оть ови х-овъ къ отрицательной оси 2-овъ (кверху). Тогда предъ- 
идупия уравневя траектор!и примуть видъ: 


2? 


о; 2 ат (1) 


соя а ° 

Траекторей служитъ вертикальная парабола съ вершиною 
кверху. Положимтъ, что данная матешальная точка предетавляеть 
собою артиллерйск!й снарядъ, движущиеся въ безвоздушномъ 
пространетвф; рьшимъ такую задачу: найти уголъ прицфла, подъ 
которымъ надо пустить снарядъ изъ начала координать съ данною 
начальною скоростью для того, чтобы онъ попаль въ данную 
точку (5,0) плоскости 20ж. Рьшая уравнеше (1), находимъ для 
ща два значеня: 


ке: 
эль. ГИК 
| = АСЕ АИ Ч 
м и 
Такимъ образомъ, мы можемъ по двумъ траекторямъ” (на- 


стильной и навфеной) довести спарядъ до назначенной цфаи; 


но для того, чтобы задача была возможна, данная точка (2,0) 
должна лежать внутри параболы 


о ©. 
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Для точекъ, лежащихъ на этой параболь, обЪ траектори, 
застильная и навЪеная, сливаются въ одну. 


101. Притяженге точки неподвижнымъ центромъ прямопорщ!юнально 
‘Фазстояню. Помфстимъ притягивающий центръ въ началь коорди- 
вать. Тогда, если положимъ 


‚=РУтруеря; 
Е, приложенная въ движущейся течкЪ, будетъ 
Е= ть. 
Косинусы угловъ этой силы съ осями координать противо- 


ы по знаку косинусамъ угаовъ, образуемыхъ съ осями 
векторомъ движущейся точки, т. е. 


сов (Е 2) =; 05 (Е у) = ге 3 (Е) =— 
Отсюда, по вокращеши на т, получаемъ тавя ураввени 


а’ —= — 4; = —Юу “= — а. 

Интегралъ перваго уравнен1я бызъ уже нами найденъ въ видв 
(8) главы Х: 

2—изт (н--1), 8) 


ет ВЕ: 
т +; Т= аист „№. 


2—1 с0$ | эт --- пзт уу 608 4. 


№=0, тогда 


с 2 
ЭТ ; 6081 = 


а аусоны ти. 4) 


По аназоги ©ъ (4) имемъ: 


у=у 08 М ре эт И 


©) 
2 ан. 


Направимъ ось х-овъ черезъ начальное положен!е точки 
(и-—=2 =0), а плоскость хОу проведемъ черезъ направлене на- 
чальной екороети (2о'— 0), тогда уравнешя (4) и (5) примуть видъ: 


гов тм; 


№ т: 
ад зт Кё; 
2=0:. 
Послфднее уравнеше показываеть, что траектошя кривая 


плоская. Чтобы искаючить время изъ первыхъ двухъ уравнен, 
„находимъ значешя 


ое вин = 1 (з- =); 


У 30 у’ 


возвышаемъ въ квадратъ и скаадываемъ: 


Это уравнев!е кривой второго порядка, отнесенное къ центру; 
составляя дискриминанть, убфждаемся, что онъ отрицателенъ: 


2? 4 ( 2? м) _ ав <. 
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'Изъ двойного знака при 205 `сохраняемъ зишь-|-,такъ какъ 
правая часть (4) послв дифференцированя по # должна, дать намъ 
выражеше для 2’, т. е. для #—0 обратиться въ 2’. 

уотаи УозоВ Г о? Уз | 


Такимъ образомъ траекторею служить залипсъ, центръ коего 
лежить въ притягивающемъ полюс$. 
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102. Отталкиване точки неподвижнымъ центромъ прямопропор- 
збонально разстояню. Беремъ опять начало координатъ въ центрь 
этталкиваня; тогда подобно тому, какъ это было сдБлано въ 


шредъидущемъ параграф, приходимъ къ уравнешямъ: 
2’; у’ = у; =. 


Интеграль перваго уравневя мы уже имфали въ формул (12) 
таавы Х; для & —0: 


о Зы) (= Е ь (6) 


По аналоги для другихъ координать: 
- = (+) и: (^ &®) “| ; 
и. 


Нроведемъ Ох черезъ начальное положеше точки (у, — 2. = 0), 
тОу черезъ начальную скорость (2о' —=0); тогда 


(7) 


#— ыы) ЕЕ (= р 


#=0; 


‘подобно предъидущему параграфу, легко убфждаемся, что 
служить гипербола ©ъ центромъ въ оттаакивающемъ 


ГЛАВА ХИ. 


Законъ моментовъ количества движеня. Закон 
живой силы. 


103. Законъ моментовъ количества движен!я матер!альной точки, 
По второму закону Ньютона ($ 89) сила, дЪйствующая на мате- 
ральную точку, представляеть собою геометрическую производную 
оть количества движешя точки. Если мы станемъ теперь раземат- 
ривать оба эти вектора—еилу и количество движешя—какЪъ векторы, 
приложенные къ движущейся точк%, то по $$ 4 и 58 окажется, 
что приложенный къ движущейся точкф векторъ-—еила 
предетавляеть собою геометрическую производную оть 
приложеннаго къ той же точкВ вектора—количества 
движен!я. Это можно видфть и непосредственно. Возьмемъ за 
координаты приложеннаго вектора силы ($ 13) три проекщи ея на 
оси координать (Ё,, К, В.) и три момента ея вокругъ осей 
(Г, Т., 1ь). Тогда 
В.=Х; 


Е,= У; В,= И; 
Т, =Яу— У; 1, = Хё — #4; 1.. = Ух— Ху; 


или по второму закону Ньютона: 


Е, =та’; В, =ту’; В. = тг’; 
Т.—т(уг" — 2); Г, == т(аа" — г"); ит (ау) (а) 


А для приложеннаго вектора—количества движен!я ($ 86) 
имфемъ слдуюцщйя координаты: 


т, ==тзу у =ту’ г, ==та'; 


1, =т(у2' — 2у'); 1 = т(22' — 22'); 1, =т (у' — ух). (2) _ 
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Сравнивая (1) и (2), находимъ: 


Чт, 


а 


т и 
Ч к : * . 
Е Че = 


и доказываетъ высказанное положене, такт, какъ начало коор- 
игь по условию точка неподвижная (5$ 35 и 36). 


Послфдя три равенства (3) могуть быть замфнены однимъ 
ическимъ: 


(=) (4) 


Ти Г моменты количества движешя точки и равнодЪйствую- 
вокругъ начала координатъ. 


Равенство (4) выражаеть собою слфдующую теорему, назы- 
закономъ момента количества движен{я ма- 
пальной точки: геометрическая производная по времени ^ 
момента количества движешя точки вокругъ неподвижнаго 
(начала координатъ) геометрически равна моменту равно- 
ей силы вокругЪъ того же полюса. 


Иначе эту теорему можно выразить такъ ($ 31): скорость 
чертящей годографъ момента количества движешя матер!- 
точки вокругъ неподвижнаго полюса, геометрически равна 
7 равнодЪйствующей силы вокругъ того-же полюса. 


204. Сенторальная скорость матер!альной точки вонругь оси. 
для моментовъ количества движения: 1,, (,, [, можно 

Форму. отличную оть (2). Означимъ черезъ т, проекцию дви- 

точки т (2, у, 2) на плоскость уО»2, радусъ векторъ точки 

будеть р,, а угол р, съ осью у-овъ —0,. 

Фила у— 2, 0501; 2 = р, &и 0; а потому 


1. = т (уе — 2") = тр? 0, =2т 5, 


5. мы разумемъ ($ 47) секторальную скорость точки 
уОг или, какъ говорять короче, сектор1аль- 
фрость точки т вокругъ 02. То же самое можно 
№ 22 отношеню къ другимъ осямъ, и олд. вмфето (3) 
валисать 


95: =; та" —. = 1; 2: 1. (5) 
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105. Интегралъ площадей. Положимъ, что сила, приложенная 
къ матеральной точкЪ, во все время движеня лежить съ нЪко- 
торою постоянною прямою въ одной плоскости, 

Примемъ упомянутую прямую за ось 2-овъ; тогда будемъ 
имфть: Г.=0, а слфд. по (8) такой интеграть 


1, = 60154.; (6) 


т. е. моменть количества движеня вокругь 02 поетояненъ. 
Иначе по (5): 


в 


== 60154.; (7) 


т. е. векторальная скорость движущейся точки вокругъ оси 2-овЪ 
постоянна. Поэтому-то первому интегралу движения (6): 


т (2у' — у2') = с0т8ё., 
и дають назваше интеграла площадей. 


106. Два интеграла площадей. Положимъ, что мы имфемъ 
одновременно два интеграла площадей, т. е., что 


1 = у— Уг=0; 1, = Хг— Яе=0. 


Но тогда изъ перваго равенства слфдуеть 


У: А 
аб, 
а изъ второго 
Бе. 
ОНО 
и елфдовательно 
У х 
ув’ 


Уз — Ху=1,=0; 
и къ двумъ даннымъ интеграламъ площадей 


Оба (8) 
присоединяется трети 
%—= 0 
тдв С, С,, О, произвольныя постоянныя. 
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Заключеня наши несправедливы лишь тогда, когда одно- 
временно 
#=0, #=0; 


0 въ такомъ случа интегралы (8): 
т (уг' — 2") = С; т(ах' — 22) = Су 
ются въ тождества вида 0—0(2=—2'—0, 0, =0(,=0). 
Отсюда выводимъ, что интеграловъ площадей или одинъ, 
три, или ни одного. 
107. Три интеграла площадей. Пусть во все время движешя 
Т—= 1 —1.—0; 
сей 
зат ЗЕЯ 
Эти равенства показываютъ, что направлене равнодйствую- 
еилы постоянно проходить черезъ неподвижный полюсъ— 
координатъ. Тогда имфемъ одновременно три интеграла 
1. — т (уг' — гу')= Су 
—т (27'— 12) = 0; (9) 
1, —т (ху' — у2')= С,. 


'Написанныя равенства выражають собою ($ 10), что моментъ 
движен!я точки вокругъ начала координать постояненъ 
и направлению. Величина этого момента 


= Иб-Еой-Е ая. (0) 


Шваче по (5) интегралы (9) показываютъ, что секторальныя 
точки вокругъ трехъ координатныхъ осей постоянны: 


’ 
1 1 1 
й у риа , 
5 ат С: ин в 0. (10) 
черезъ начало координать какую-либо ось (’, об- 
©ъ осями углы, косинусы которыхъ пусть &, В, 1. Тогда 
коаичества движенйя точки около этой оси 0: 


9, мал = Са- С.В О.Т сть, 


х, 
УТ 
К» 


к Лей 


И 


7 
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саЪд. секторальная скорость движущейся точки вовругь любой 
оси, проходящей черезъ начало координатъ, постоянна. Наиболь- 
шую секторальную скорость будеть имфть точка вокругъ оби, 
совпадающей по направаению съ 1. Величина этой максимальной 
скорости по (10) и (11) елБдующая: 


ь ав 
3ыИ С + 


Наименьшей секторальной скорости, равной нулю, еоотвфт- 
ствують оси, лежапйя въ плоскости перпендикулярной къ нА- 
правленю (1. 

Въ разсматриваемомъ случаЪ легко получить и второй инте- 

(2 |грать движешя (безъ скоростей). Умножаемъ равенства (9) соотв\иг- 


( ственно на х, у, 2 и складываемъ; получаемъ: 


ба бу б2=0, (12) 


‘уравнеше плоскости траектои или орбиты движущейся точки. 
Изъ уравнешя видимъ, что нормаль къ плоскости орбиты парал- 
лельна вектору 1, а слЪд. сама плоскость служить геометрическимъ 
м$етомъ осей съ секторальною скоростью, равною нулю, что оче- 
видно само собою. 


нелли ЗА рых оне 
108. Законъ живой силы. Возьмемъ уравненя движеня (1) 
главы ТХ: 

та" = Х; ту’ = У; т’ =; 
умножимъ ихъ соотвЪтетвенно на 


24 — 45; УЕ = ау; г' 4! = 4; 


“ и сложимъ: 
к > 
> т (х’’аЕ-- уу’ 2'г' 41) — т (2'ах' | у’ау' | г'4г') = 
+ $ = Ха} Уау | Иаг, (13) 
3 вая часть представляетъ собою поаный дифференщать оть 
$ -г величины 
ОР Е 
ВЫ Та ее -уз- = 3 
го 
п № 


У“ 


р 


если черезъ г означимъ скорость точки. 


Количество Т, т. е. произведене изъ массы матеральной 
точки на половину квадрата ея скорости, называется живою 
Е 
@л оть-а сея. 


У я — , _ 9 лг.л^еАЫ, 


сы 4-2. ов (2 
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ою матеральной точки или кинетическою онерг1ею 


Замзтимъ, что съ одной стороны: е 
Х = Роз (Ел); У = Е с08 (Ку); Й = Есо8 (2), 


Г сила, приложенная къ матеральной точкЪ; а съ другой 


4 — 48 с08 (@, 2); Чу — @8 с08 (43, у); 4: — @8 сов (@з, 2); 


4 элементь траектор!и или элементарное перемфщен!е движу- 
точки, Поэтому правой части равенства (18) можемъ дать 


Хаж-|- Уау |- 24г = Каз соз(Ё, 4$). 


Произведене изъ силы на элементарное перемвщене точки 
‘зраложешя и на косинусъ угла между этими двумя векторами 
зваше работы силы на элементарномъ перь- 
енти или, короче, элементарной работы силы. 


Такимъ образомъ равенство (18) принимаетъ теперь видъ: 
ат = Еазсоз (Е, 48) (14) 


еть собою такъ называемый законъ живой силы: 
ое приращеве живой силы матеральной точки равно 
равнодфйствующей силы на соотвЪтственномъ перемвщен!и. 
ели написанное равенство (14) проинтегрируемъ между ка- 
ибудь двумя моментами &, и &, то законъ живой силы мо- 
зыразить такъ: 


ат 8 с05 (Те, 43), (15) 


= Т, живыя силы точки въ моменты Е и 10; т. е. словами: 
живой силы за промежутокъ времени {#—& равняется 
фИствующей за тотъ-же промежутокъ. Подъ рабо- 
ствующей за какой либо промежутокь времени ра- 
сумма элементарныхъ работъ ея за это время. 
работы, а сяЪд. по (15) и единицею живой силы 
эргъ. Зависимость эрга оть основныхъ единицъ слф- 


: © 


к Аим П=— 0. 


(мч ) также потенц{альною энерг!ею точки, а сумму ГИ ки- 


109. Интегралъь живой силы. Функщя силовая. Функшя потен- 
щ'альная. Положимъ, что сила, дйствующая на матеральную точку, 
такова, что проекщи ея на координатныя оси могутъ быть пред- 
ставлены, какъ частныя производныя по соотвфтетвеннымъ коор- 
динатамъ отъ нфкоторой функщи И, называемой тогда силовою; 
т. ев. пусть 


90 


й др} 4— Ир. и — 90. (16) 


4% ] 


и слвд. между проекщями Х, У, И существують три зависимости: 
9х _ о ду 08 0% 9х 
д д’ д’ 6, (17) 


при томъ, конечно, выраженя Х, У, Й не должны заключать въ 
себф ни времени, ни скоростей (2', у', &'). Тогда равенство 
(13) принимаеть видъ: 
50,901 00 
т, Ра, На, & =; 
и приводить къ первому интегралу движешя, называемому инте- 
граломъ живой силы: Кен Фаул 24» 


—=0=№ 3 кение. (18) 


гдБ /й произвольная постоянная. 


Вмфето силовой функщи И можно разоматривать функцию 
потенц!альную //, такъ связанную съ силовою 


Поэтому о силахъ, выполняющихъ уеловя (17), говорятъ, 
что эти силы имфютъ потенц!алъ. Функцщю И называють 


нетической и потенщальной энер{и— полною энерг1ею точки, 
Тогда интеграль живой силы: . 


{- 
ТЕПЬ в т она 


| 


|-. 


выражаеть собою постоянство энерг!и точки. 

Замфтимъ, что работа силъ, имвющихъ потенщаль, зависить 
лишь оть начальнаго и конечнаго положеня матеральной точни 
и вовсе не зависить оть промежуточныхь ея положенй; дЪй- 
ствительно, тогда 


#к ИСИ * 3 1 


у Ра 20 
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1 + 
т (хаж-- за 244) = [а0-= О(е,4,*)— Иеьуы тд; 
ь ь 


Эли (2,/,2) и (2, У».20) положешя движущейся точки въ мо- 
жеаты {и &. 

Кром того изъ (18) видимъ, что всяк разъ, когда точка 
дить черезъ какое нибудь произвольно выбранное положе- 
она имфеть въ немъ одну и ту же живую силу. 


110. Силы, иибющя своимъ источникомь неподвижные центры 
‘зависящ!я лишь отъ разстоянйя. Самымъ важнымъ примфромъ силъ, 

'ъ потенщалъ, служатъ силы притяжешя или отталкива- 
ть неподвижныхъ центровъ пропорщюнально нфкоторой функ- 
`разетояшя. 

Пусть неподвижный центръ т, занимаеть положеше а,, в,, с; 
игталкиваеть матеральную точку т (масса ея равна единиць, 
грамму), находящуюся °оть него въ разетояши р; съ си- 
9: (2), гдВ 


] р=-Уе— а) ес). (19) 


Тогда проекщи силы, приложенной къ », будуть: 


с: 


$ (20) 


6—2)" > те" = (29° 


каяъ направлевше силы идеть оть т; къ т. Если бы центръ 
чисталкивалъ, а притягивалъ, то проекщи сиды приняли бы 


я. 2 


тогда направлен!е силы шло бы оть т къ т. Сравни- 
задимъ, что одни выражен!я получаются изъ другихъ 
Поэтому, чтобы собаюети однообразйе въ обо- ( 
‘езовимея для силъ притягательныхъ брать при $, К р Й, 
° 
. 


ваприм., для закона Ньютонова притяжешя 
_ Тьгла формула (20) сохранить свой общий характеръ 


чтталкивательныхЪ, такъ и для притягательныхъ. ит 


подобныхъ т;, всего и, то равнодйствующа я 
въ м, иметь своими проекфями на оси: 


2рР 


/.4е7 
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ху хую, у» УньеА, 


® К Е: $=1 += 


Отсюда для элементарной работы равнодьйствующей получа- 
омъ выражение: 


Хах-- Уау -# ем Нива -Н(е—ва:- 
Но, дифференцируя (19), находимъ: ЖФ и^- 3, & 
(1— а) т (у— В) ау -| (= — с) 4 = ва. 
Слфдовательно, 


* 
` Ха Уау-- 24 =а0 = У (еек 
Е] 


Еели теперь неопредВаенный интегралъ [. $ (2:) 42; означимъ 
черезъ Ф,(р,), то очевидно ы 


» 
аи Уве, 
. #=1 
а потому 
* 
—\о. (21) 


Произвольной постоянной мы не прибавляемъ, такъ какъ 
она не имфеть нйкакого существеннаго значеня, 
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Если всф центры притягиваютъ по Ньютонову закону, то по 
вышесказанному 


(ед = = 
фе ыы т 
Г. Ра 


(22) 


Если центры притягиваютъ прямопропорц!онально 
етоян!ю, то 


$: (2) = — ®тирь 


р 
Ф= Г. тра = — тра. (8) 
Дая такой же силы отталкивательной нашли бы 
в 
Ф = ти. (24) 


ажъь другой примфръ возьмемъ силу постоянную: 
2. 14—17 
®_ № с постоянныя. Тогда, очевидно, 


И=аг- ув. 


111. Функшя точки. Поверхности уровня. Градентъ или диффе- 
параметръ перваго порядка. Функц!я силовая и потен- 
ия матеральной точки принадлежать къ числу такъ 
функц! йЙ точки, т. е. функц, значешя которыхъ, 
«ть трехъ координатъ или, короче, оть положешя точки. 
бразомъ, если намъ дана какая-либо функшя точки: 
то важдой точкф пространства соотвфтетвуегь свое 


46 ЗАКОНЪ ЖИВОЙ СИЛЫ. гл. хи $ 111. 


значене функщи. Та область или т области пространетва, въ 
которыхъ лежать точки, дающия функщи ф вещественныя и 
конечныя значен!я, называются полемъ функщи; такъ 
напр. дая функщи э=иИ— 42— у?— =? полемъ служить объемъ 
шара радуса равнаго Ё съ центромъ въ началь координатъ. 
Теометрическимъ м$фетомъ точекъ, дая которыхъ функщя ф 
принимаеть одно и тоже значене С, служить поверхность: 


(в, у, г) = 0, (25) 


называемая поверхностью уровня для данной функщи $. 
Все поле можеть быть заполнено сплошнымъ рядомъ безконечно- 
близкихъ другъ къ другу поверхностей уровня. 

Въ каждой точкф поля можно построить векторъ, тфено свя- 
занный съ данною функщей, а именно векторъ съ такими проек- 
щями на координатныя оси: 


др тар аб: 
9% 0у д: 

Этоть векторъ носить названше град!ента или диффе- 
ренц!альнаго параметра перваго порядка оть данной 
функщи $; мы будемъ обозначать его черезъ Ау; тогда по ска- 
занному: 

9%. [3 


49 003 (59,2) = 55; Афо0з (3, у) = г 49 сз (45, г) = 5," (26) 


Отсюда видимъ, что величина граента такова: 


«+ (#)+(5)+@) в 
а направлен его совпадаеть съ положительнымъ направле- 


Шемъ нормали къ поверхности уровня, проходящей черезъ раз- 
сматриваемую точку. : 


к 


С 2-6: 


Если построить семейство поверхностей уровня для различ- 
выхъ значен!й параметра С, то нетрудно видёть, что направлеше 
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Чента идетъ въ ту сторону, въ которую параметры С поверх- 

уровня возрастаютъ. Возьмемъ (Фиг. 54) двЪ точки М (2, у, 2) 
М\2-- 62, у--6у,=-- 62); пусть черезь М проходить поверх- 
‘ность уровня: Ф— 0, а черезь М’ поверхпость: $ = С-- 60; ва%- 
ловательно 


Ф(®, у, :) = 0; 9(а- бл, у ву, -- 8) =0--6С. 


Но а 
СЕ (а,у, =) а Е, НИ бь 


7 дне ла 


этвуда пользуясь первымъ изъ предъидущихъ равенствъ, находимъ: 


80 и. 


Означимъ длину вектора ММ’ черезъ 61, тогда 
82 — 61608 (81, 2); бу 64008 (31, у); 8= — 61008 (М1, =); 


потому изъ (26) 
$С= 9. 61608 (Аз, 81). 


Знакъ правой части зависить лишь отъ знака косинуса. такъ 

остальныя величины существенно положительныя; отсюда 
ючаемъ, что при углВ (Аф, 61) остромь 60 >0, что и доказы- 
вышесказанное. 


112. Теорема лорда Кельвина. Пусть $1 совпадаеть съ Аз; тогда 


‘Станемъ семейство поверхностей уровня строить такъ, чтобы 
ры ихъ возрастали всегда на одну и ту же величину, 
®. допустимъ, что 0С—=00изё.; тогда изъ предъидущаго вы- 


Оказывается, что при такомъ ©пособЪ построешя поверх- 
уровня величины дифференщальныхь парамегровъ перваго 
обратно пропорц{ональны разстоян!ю 
емежными поверхностями (теорема лорда Кельвина). 
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Если построимъ семейство кривыхъ, ортогональныхъ къ’ по- 
верхностямъ уровня, то по (26) касательныя къ этимъ кривымъ 
опредфлять собою направаене градента. Дифференщальныя урав- 
нешя разематриваемыхъ кривыхъ, очевидно, будуть: 


СЕ ВЕНЫ 2Ь 28) 
т № ы 
р ду д: 


113. Производная отъ функщи точки по данному направленю. 
Проведемъ черезъ взятую точку М (2, у, 2) какое нибудь направ- 
лене, характеризуемое своими косинусами а, 8, 1; возьмемъ дру- 
тую точку М' (2 |-62, у бу, 2-82), лежащую на построенной 
прямой и отстоящую оть М на безконечно маломъ разстоян!и 61. 

Еели М не принадлежить къ чисау особенныхъ точекъ’ 
функщи ф, то значеше ф для М’: ф-_ 6, будеть безконечно мало 
отличаться оть значеня этой функши въ М. Раземотримъ предёлъ 
отношеня 

65 


я’ 
въ томъ предположени, что Л сливается еъ М. Замфтимъ, 9то 


Це8 серр“ 


| < 


гдЪ 
35—81; ву —=88; 82—16. 
.А потому, 
а 
69 \ № _ 
щих. ($ ) с Ба 


\/ 4—0 


Предьхъ этоть и носить назваше значешя для точки М 
производной отъ функши ф по направлен! ю 1. Произ- 


водную, взятую такимъ образомъ, обозначають 9 слфд. 
4 [2 
ат (9) 


На основави сказаннаго величину гращента, мы можемъ 
опредвлить, какъ производную оть данной функщи по направае- 
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положительной нормали и къ соотвфтетвенной поверхности 
. Въ самомъ дфаВ, тогда 
г *)= 
( 45, 


2-У (+6) 
вакъ въ выражеши (29) надо положить: 


тм, 1. № 
о" др: ду Дор 


[= 


114. Свойства силовой функши, какъ функщи точки. Призожимъ 
«казанное въ предъидущихъ параграфахъ къ силовой фувкщи. 
силовой функщи шредетавить собою равнодфйствующую 
которая была бы приложена къ движущейся точкф, если бы 
зочка занимала разсматриваемое поасжене. Когда масса дви- 
точки равна единицф (грамму), то равнодЪйствующую на- 
напряжен!емъ поля въ разематриваемой точкф. 
вапряжен!е поля равно производной отъь силовой функщи 
еншю положительной нормали къ соотвфтетвенной по- 
уровня. Производная отъ спаовой функщи по какому 
заправленцю равна проекщи на это направлеше напряжешя 
Когда ‘построено семейство поверхностей уровня съ равно- 
зозрастающими параметрами, то по теорем лорда Кельвина 
вапряжен!е поля тамъ больше, гдЪ поверхности уровня 
т%енфе расположены другъ относительно друга. 

Еривыя (28) носятъ въ этомъ случаф назваше силобыхь 
№, такъ какъ по предъидущему, касательныя къ нимъ опре- 
е0бою направлеше силы или напряжен!я поля. 


Фиг. 55. 


М 


: Разсмотримъ расположеше поверхностей уровня для двухъ 
чавть, постоянных по величин, имфющихъ своими источниками 
4 
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неподвижные центры. Возьмемъ за начало координать середиву разстоявйя 
между центрами Аи А, (Фиг. 55, 56, 57 и 58) и примемъ эту прямую за ось. 
а—овъ. Тогда, если АА, = 24, координатами центровъ будуть для А: а, 0,0; 
для А’: — а,0,0. 


Фиг. 56. 


На точку т массы, равной единиц\, помфщенную въ положение (2, у, 2), | 
дЬйствують дв силы Ри Ё,, равныя по условю между собою: 


ЕЕЕ =. 


Е - 


0 


Направлене же силь Ри Е, зависить оть того, какъ лЪйствують 
центры притягательно илн отталкивательно. Поэтому разберемь 4 случая: | 
1) Ри Е; силы притягательныя; 2) Ри Ё,—силы отталкивательныя; 3) Е— 
снла притагательная, Е, —отталкивательная; 4) Е—©нла отталкивательнал, 
Е,—ипритагательная. 


ЗАКОНЪ ЖИВОЙ Силы, 


Въ первомъ случа, очевидно, имфемъ: 


- оз (Ву) =— №; вов (В, =) = а 


$008 (Е,у)=— у, сов (Е, 2) =— 
й 


#— МА, р, = МА,, т. в. 


И = (и— а) у; р? = (ха ру 


ХЕ р, 


И ЕЛИ 


42 Ха: Тау - 24: = — мар — мар, 


= Ро р). 


#2 


Ри" 


22% л. проекци папряжен{я поля на координатных оси будуть: 


зитехаеть такое выражеше для дифференщала 
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Подобнымь образомъ найдемъ для второго случая: 
Р 


И= (о-в; (31) 
для третьяго: 
= (и — в); (32) 
и дал четвертаго; 
Ив); (83) 


Поверхностями уровня въ первыхъ двухъ случаяхъ сзужать софокус- 
ны эллнисоиды вращен{я вокругъ ирямой АА,. Фокусы совпадактгь съ дфй- 
ствующими центрами, Въ первомъ случаф параметры поверхностей уровня 
измфвяются оть — со (безконечно большая сфера) до — За? (отрёзокъ АА,); 
во второмъ случаф предфлами для параметровъ служать За/? (отрфзокъ АА, ) 
и -|- со (безконечно большая сфера). 

Въ посафднихь двухъ случаяхь поверхностями служать софокусные 
двуполые типерболонды вращен!я вокругь оси АА,‚, причемь каждой пол\ 
поверхности соотвфтствуеть свой параметръ. Въ обошхъ случаяхъ параметры 
измфняются между — 2аЁ? и -|- 2а?. Параметру 0 соотвфтствуетъ плоскость, 
перпендикуларвая къ АД, и длящая АА, пополамъ, ПредЪфльному значен!ю. 
параметра 2аЁ? въ третьемъ случаЪ соотвфтствуеть отрЪзокъ оси х-овъ, иду- 
щи отъ А къ -|- оо, а въ четвертомъ случаЪ отрфаокъ оси 2-овъ, идущ отъ, 
А, къ — со, Значеню параметра — За? въ третьемъ случа соотвЪтотвуетт 
отр\зокъ оть А, до — со, а въ четвертомъ отъ А ло -!- со. 

На Фиг. 55, 56, 57 и 68 изображены мерид1анальных сфчен{я разомотр№и- 
выхъ поверхностей плоскостью АА,М. Стрфакою указано направлене, в» 
которомъ параметры поверхностей уровня возрастают. 

Силовыми лин{ами въ разобранныхь примфрахъ будуть вривыя вто- | 
рого порядка, софокусныя съ меридланами поверхностей уровня и, конечно, 
лежашя въ одной и той же мериданальной плоскости. 


ГЛАВА ХИ. 


- Центральныя орбиты. 


115. Движене точки подъ дъиств!емъ центральной силы, фуннщи 
ия. Сила, имфющая своимъ источникомъ неподвижный 
зосить назваше центральной. Для матеральной точки, 
подъ дЬйствемъ центральной силы, мы можемъ 
записать три первыхъ интеграла ($ 107): интегралы пло- 
Ози выражаютъ постоянство секторальной скорости точки 
трехъ взаимно ортогональныхъ осей, проведенныхъ черезъ 
ий центръ. Такъ. если центрь помфщенъ въ началь 
= рамусъ-векторъ движущейся точки (т, у, 2) съ мас- 
2, то дифференщальныя уравнен!я движеня будутъ: 


Е ХР; УР, м =7=Р*, 
? Р 


Ро 
ых 


центральной силы. Отсюда видимъ, что 


Же 

Е уз 
т (22’ — 22) = 0; т(ау' — ух) =; (1) 
= Суу-| О, =0. (2) 


чаредёлеть значеше произвольныхъ поетоянныхЪь 
Разевство (2) служить уравнешемъ плоскости траек- 
ши обеты, сафд. выражене 

С, 
Убе Роя 
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равно коесинусу угла наклоненя плоскости орбиты къ плоскости 
20у. Положимъ въ уравнен!и (2) г равнымъ нулю, тогда получимъ: 


С. =-- бу=0, 


уравневе прямой, слЪда плоскости орбиты на плоскоети 20у. Эту 
линю обыкновенно называють въ Астрономи лин!ею узловъ. 
Изъ написаннаго уравнен!я вытекаетъ, что 


[#} з 
в. =), 


дв ^ уготъ узловой лиши съ нфкоторымъ постояннымьъ направ- 
лешемъ въ плоскости хОу (оеью 2-овъ). Наконець максимальная 


секторальная скорость равна моменту количества движен!я точки 
вокругъ центра, раздленному на массу, т. е. 


т УС " и: С р 
если и, начальная скорость точки, а р»-—начальный радтуеъ векторъ. 


Такъ какъ движене плоское, то отнесемъ положеше точки къ 
полярнымъ коордиватамъ р, @ въ плоскости орбиты. Тогда имфемъ: 


20 1 Г @з 
226 =4=„У0» 62 


= 60 фо зи (из ро), 


= бо ро 88% (ву, ро). (3) 


Если центральная сила функшя только разстояшя между 
движущеюся точкою и центромъ, вопросъ о движеши точки рё- 
шается съ помощью двухъ квадратуръ. Дфйствительно, пусть 

Е=т[(2), 
въ такомъ случа, означивъ [+ (2)42 черезъ Ф(5), находимъ ($ 111): 
И—т $ (2), 
и ел$д. получаемъ интегразъ живой силы: 
ра-- ре" =2Ф (5) -- 21, (4) 


тдв ^—С., четвертой произвольной постоянной. 
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Исключивъ время изъ (3) и (4), найдемь дифференщальное 
не траектори. Съ этою цфлью замфчаемъ, что 


у Фе 
ба” 
замфняемьъ вездЪ 0’его значенемъ изъ (8), тогда (4) намъ даетъ: 


А? 42? 


Аз 
=. а ри 269-27. (5) 


И 


У Фо» 
ы 


Отсюда, интегрируя, находимъ уравнеше траектори 


з 
Г. < и === 
у Фра 


2 


Возвращаясь къ (3), получаемъ: 


$. ана, 
Е 


И 2294 Е 
} Е 


/ Ее === Сы 
. } 2Ф(5)-| а 


2 оть времени, что и заканчиваеть интегрироваше, 


Движение подъ дЪйств!емъ притяженя по Ньютонову закону. 
притягательная и обратнопропорщюнальная квадрату 
Тогда по услов!ю, сдфланиому въ $ 111: 
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и ад, по (22) $ 111: 
_№т. 


? 


Дифференщальное уравнеше траектор!и (5) приметь теперь 
видъ: 


0 


А? ар А? 
РО ° аб т 2 


(6) 
г 


Постоянныя 21 и А по (4) и (8), такъ выразятся черезъ на- 
чальныя услов!я: 


аи; 
о 
(7) 
А — 9% роз (ро. 00). 
Полагаемъ временно: 

(8) 
(9) 

м > 
А-а ©. (10) 


Логко убфдиться, что сумма эта не можетъ быть отрицатель- 

ною. На самомъ дяВ по (7) 

; тт с эм т ь 7 у 
ро 


в, Риты ро = 


Изъ (10) вытекаетъ: 
и, 
Ен (#5) 


и слфдовательно 
если # > 0, тое>1; 
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если #—0, то е—=1; 
#0, -е<1. 


Возвращаясь къ (9), находимъ: 


УФезовимся такъ считать полярный уголъ, чтобы въ началь- 
42 

жементь производная п, быда отрицательна. Тогда, сохра- 

ижжзй знакъ, интегрируемъ: 


= есз(0—- С), 


зелучается искомое уравнеше траектор!и: 


А? 


=1 Рес -Е С, @9 
зраззя второго порядка, отнесенная къ фокусу. 

« предетаваяеть ©0бою оэкецентриситеть кривой, 
р. Для эллипса и гиперболы: 

4? Е х р 
Е =РЕ=а(1 — в) = (6? —1), (12) 
вохлуось эллипса, а 2 длина сзкущей оси гиперболы. 


ча=- пя = — 5, раду векторъ получаетъ наимень- 
заачеше, то С, —= — 0х, гдь 0х координата той точки 
Чрзеорая аежитъ ближе веъхъ къ центру притяженя. 
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Въ Астрономи такую точку называють перигел1емъ, 
если дВло идетъ о ты кометы или планеты вокругь солнца, 
а уголь ф—0-- С, =0— 6=, представляющий ©обою угловое раз- 
стояше планеты оть перигелия, носить назване истинной ано- 
мал! и. 


Чтобы окончить задачу, остается опредфаить зависимость 
истинной аномали оть времени. По (3), (11) и (12), замфчая, 
что @— 90, находимъ: 


% ОМ 
ея Е: (13) 


Вмфето |) вводимъ новую перемфнную т, полагая 


1—4 у 
изи 
ф— За” т 
и слфдовательно 
21 

4 = + = 

Такъ какъ 
ф-т, 


4 
@-Е ео — 


2_ аа. 


—а- а-- тт?) (4) 


ТВ 


Дая параболы е—1, слфд. 1—0, а потому изъ (13) и (14): 


- р. 4 
р 


ЗВ 
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посл интеграцщи: 


2% е ВИ 
я ==. 


$ 


1 
‚$. 
85 


Произвольная постоянная т равна времени прохода точки 
перигеайй (4{ — 0). 
Когда у отлично оть нуля, то замфчаемъ, что 


. Пер ы-1. рф ЗА 
арт РТ т би 


р 5. (15) 
ий : 


АЕ ВЕТ о 
Шослёдьй интеграль можно свести къ интегралу, ему пред- 
у. Съ этою цфаью интегрируемъ по чаетямъ 


г @ 
т 1’ 


Ра 1 9 1—1 р а 
та 


" та 
а (15-72 
й ое ЕТ. 
‚| 1-17 з | (Ни 


28:1 а с 29 
Шаы=я - аа] 


зыражене (15) принимаеть видъ: 


теч, АВТ вые УС: ВИ 
ях Гл Е 
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Воспользовавшиеь этимъ равенствомь и (14), изъ (13) по- 
лучаемт: 


О ОЕ Е ВЕ р 
АЕ ОО Ее: НЫЕ 1 | 


тдЪ произвольная постоянная т представляеть собою время про- 
хождешя черезъ перигелй (1—0). 
Такъ какъ 
1—1 Зе 1-12 
т Ели в 


то предъидущее равенство можемъ переписать так'ь: 


Ч 

Ё т | 
{—®= Е ыы ме А 

8-92 вая, тие НЕ) в) 


Для эллинса е— 1, слфд. 720, а потому 


ре. 
а арену). 


Вводимъ новую перемфнную /, полагая 


[= а итУ т), 


Тогда очевидно 


Е: 
а-я — 


А потому изъ (16): 


Е 1 
„@ Е: 
Нант“ 


ет [) - 
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Зажфняя здфеь у его значешемь и подставляя вмфето р) вы- 
{12}, посл сокращешя на (1—2), находимъ оконча- 
я эалипса: 


у Г @- = езтГ. 
Уголь / называется въ Астрономи эксцентрической 


атей. 


Мая гвперболы е> 1, слфдов. +< 0, поэтому интеграль въ 
(16) находимъ такъ:. 


р Е 
У 1-Е ыы 


Вели теперь положить 


Им, 


въ (16) найдемъ: 


а ет ФУ=т в и (1+3) * | 


снова (12) и замфняемъ 7 его значенемъ; тогда 
за на (е? — 1)! находимъ окончательно для гипер- 


ее ши (1-- ®): 
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117. Формула Бине. Въ заключене настоящей главы покажемъ, 
какъ въ общемъ случаф, пользуясь интеграломъ площадей, полу- 
чить дифференщальное уравнене второго порядка для центральной 
орбиты (формулу Бине). 

Пуеть величина центральной силы Р. По условшю $ 111 
Е>0 для отталкивашя и < 0 для притяжешя. Интегралть пло- 
щадей въ полярныхъ координатахь ги @ будеть: 


ве=А. (17) 


Возьмемъ проекщи еилы Ё на ось |. полярныхъ координать 
(5 39). По (4) $ 98 имфемъ: 


Есоз (Е) = Е=т(” — ="). 


Станемъ разематривать ”, какъ функщю отъ 6; тогда по (17): 


и 
рат Аа Ры 
7-м па “м 


Дифференцируемъ еще разъ подобнымъ же образомъ: 


Е ва Е 
„ Е УЕ) МЕ 
ы а а 28 в 4 
Такимъ образомъ оказывается, что 
1 
а Рая А 
пон в 
Иан ` 
1 
(Я 
ре (18) 
410 ” т? 


Полученная формула Бине чаще всего служить для опредф- 
лешя закона измфнешя силы по данному уравнению центральной 
орбиты, но можеть быть примфнена и къ рьшеню обратнаго 
вопроса. 
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ПримЪры: а) Точка движется подъ дфйстшемь центральной силы по 
ской спирали. Найти законъ притяжен!я или отталкиван!я, если 
центръ въ асимитотической точкЪ кривой. 


Уравнеше траектори: 


29 
7=ае , 
жи нЪкоторыя постоянныя. 
Вычисляемъ производную: 
1 
фм 
ав а* 4" 
Подставляя въ (18) находимъ: 
__ тд) с. 
нение 


пратагательная, обратнопропорцювальная кубу разотояня. 

©) Найти орбиту для притяжен:я по закову Ньютона. Въ разсматри- 
случаф. 

т 

т 


Р==— 


Сад. формула (18) даеть такое дифференщальное уравнене орбиты: 


1 
отм 


а Ред 
бщимь интеграломъ этого линейнаго дифференщальнаго уравнены 
Е С.совб-- бра №, 
® С, постоянныя произвольных, или 


1 род р 9 --- Е; 
мые # соз (9-- Е), 
# Е новыл постоянныя произвольныя. Отсюда искомая орбита 
Аз 
ОР 
1 ев Е)’ 
е$чене, отнесенное къ фокусу. 


ГЛАВА ХУ. 


Дифференщальныя уравнешя движенйя несвободной 
точки. 


118. Кинематичесюя связи удерживающя и неудерживающия. 
Матеральная точка называется свободною тогда, когда она мо- 
жетъ занимать произвольное положеше въ пространствф. Если же 
заранфе дано то геометрическое протяжеше, въ предфлахъ кото- 
раго должна двигаться разсматриваемая точка, тогда самую точку 
называють несвободною, а условя, стъеняюция ея свободу, 
кинематическими связями. 

Данное геометрическое протяжеше можеть быть объемомъ, 
поверхностью или лишей. 

Пусть несвободная точка не можеть покидать даннаго объема. 
Поверхность, ограничивающая этоть объемъ, вообще говоря, под- 
вижная и перемфнпой формы (деформирующаяся), поэтому въ 0б- 
щемъ случа уравнеше ея имфетъ видъ: 


Ка, у, г.) —0, (и) 

если возьмемъ систему декартовыхъ координатъ. 
Мы условимся, разъ навсегда, такъ писать предъидущее урав- 
нен!е, чтобы для возможныхъ положевй точки лфвая часть была 


положительною. Тогда аналитическимъ выражешемъ для связи, на- 
ложенной на матеральную точку, служить неравенетво: 


Га, у, 2,0 > 0. (2) 


Связь такого рода носить назваше связи неудерживаю- 
щей. Когда точка движется по границ объема, по поверхности (1), 
т. е. когда лфвая часть (2) равна нулю, говорятъ, что связь на- 
ходитея въ состоян1и напряжен!я или связь дз йствуетъ. 
Когда точка внутри объема, т. е. когда лфвая часть (2) больше 
нуля, говорятъ, что связь ослабла или не дъйствуетъ. 
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Примфръ: а) "Гочка можеть двигаться лишь внутри сферы радуса А 
©» центромъ въ начал}, координать. Такая связь выразится неравенствомъ: 


> 0. 


2 —#—у— 


Если же точка можеть двигаться только вн вышеупомянутой сферы, 
‘аналогическимь выражешемъ связи будеть неравенство, 


—№>0. 


6) Неравенство: 


ь (2—1) (уф) (2—1) 
зе — КИ жи 
4% а 5 . 2 = 0. 

еть собою, что точка должна двигаться внутри Зланисонда, центрь 
движется прямолинейно и равномфрно со скоростью У 4 в 
Этого эллиисонда возрастаютъ пропорщюнально времени, сад. онъ уве- 
я, оставаясь себф подобнымъ. 
Когда точка должна двигаться по данной поверхности, то 
типомъ уравневя связи будетъ: 


Ку, 2, 0-0. (8) 


Время войдеть явно, еели данная поверхность подвижная или 
рующаяся. Связь, выражаемая равенствомъ (3), называется 
зью удерживающею. 

Примфръ: уравнене: 


Аж-- Ву-- Сг + 0е-- В+ Е=0, 


4 В,... РГ нЬкоторыя постоянныя, требуеть, чтобы точка не ноки- 
елижной плоскости. Плоскость эта, оставаясь параалельною своему 
положен!ю. т. е. двигаясь поступательно, удаляется равномфрно 
отъ своего начальнаго положешя: 


Аз -+ Ву Сё + Е=0. 


точка не можеть покидать н>которой кривой, то обстоя- 
это выразится двумя равенствами: 


Вау у, 2, =0; 
(4) 
(ту, 2, )=0 


не войдеть явно, когда данная кривая неподвижна и 
вида. Такъ какъ разсматриваемая связь выражается 
и типа (3), то говорятъ. что въ этомъ саучаЪ 
двумъ удерживающимъ связямъ. 


= 
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ИПрим%ръ: Уравненя: 
а ру 


2 — К —0; 2— Юз = 0, 


показываютъ, что точка лежитъ на окружности. Центръ этой окружности с0- 
зершаеть простое гармоническое движене, а радусъ перодически измфня- 
ется отъ нуля ло И. 


Разсматривать одновременно три удерживаюцщия евязи не 
представляется необходимости. Пусть эти связи будуть: 
(ау. 2,00; [ити г, 0=0; (а, у,г, 0 =0. (5) 


Если между авыми частями написанныхъ уравненй не су- 
ществуетъь зависимости вида: у 


ПАГ, 1. („0 =0, (6) 


то поверхности (5) пересфкаются въ одной или нЪоколькихъ дис- 
кретныхъ точкахъ (вещественныхъ или мнимыхъ); слфд. положеше 
движущейся точки извфетно дая каждлго момента времени, или 
точка не можеть одновременно лежать на везхъ поверхностяхуь (5). 
Когда же существуеть зависимость вида (6), то при //—=0и {= 0 
изъ (6) вытекаеть либо /, —0, либо /, —<(#), отличной оть нуля. 
Въ первомъ случаф связь [, была бы слфдстйемъ евязей /, и /,, 
а во второмъ случа евязь /, противорёчила бы первымъ двумъ. 


Прнимфръ: Лфвыя части уравненй: 
ЕЖУ — № = 0; 
БЕз-у +: — Е са 0; 
№ — (2—а): -- (уфа (#- а) — 38а =0; 
удовлетворяють соотношен1ю: 
—П+2а,—В(Е— 2а сова) =0, 
Сафд. при а= : Е вес = эти связи могутъ быть замфнены двумя; при 


другомъ значени для а связи будуть противорфчивыми. 


Приходится иногда разематривать одновременно двЪ, три и 
болфе неудерживающихъ связей въ томъ случаЪ, когда объ- 
емъ, предоставленный дая движешя матеральной точки, ограни- 
ченъ не одною, а нЪсколькими поверхностями. 

Примбры: а) Связи: 


у — В еоа >00; ВЬ-п-фр-и>0; 
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ляютъ для движеня точки объемъ между двумя концентрическими сфе- 
ралусовъ Ё и Е 08а, 


6) Связи: 


в-т—т-п>0; 


У 


608? зтйа 


4? 


тавляють для точки объем, ограниченный кусками сферы и эллии- 


Дв% одновременныхъ связи удерживающая и неудер- 
изающая предоставляють для движен!я точки нфкоторую огра- 
ную часть поверхности. 


Примфры: а) При связяхъ: 
ж-руе — в 0; 
2 — Всоза 20. 


ьная точка можеть двигаться по поверхности сегмента съ высотою 
а). 


6) При связяхъ: 


ау 0; 
2с0а— п >. 0, 


дважется по сферическому поясу съ высотою 2 В сова, 


Число неудерживающихъ связей и здфеь можеть быть 
одной, если граница поверхности состоитъ изъ нъеколькихъ 
аналитически отличныхъ одна оть другой. 


Шримфръ: Связи: 
эру ра 0; 


#20у20; 220; 


точкЪ двигаться лишь внутри равностороннаго и равноугольнаго 
треугольника. 


Услов!е, налагаемое”на скорость несвободной точки удер- 
сзязью. Пусть матеральная точка находится на удер- 
евязи (3). Лъвую часть уравнешя (3), зависящую отъ 
жвзо и неявно, означимъ для сокращешя черезь К. 
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Разсмотримъ два смежныхъ момента времени {и { |4. Такъ 
какъ точка въ оба эти момента должна лежать на связи, то 


ИН=0; ВА) =0; 
а потому 


ЕО 
м рее 
каковъ бы ни быль промежутокъ времени 4. Положимъ А! 6ез- 


конечно малымъ; тогда приходимъ отъ предъидущаго равенства къ 
такому, справедливому для любого момента : 


| 2-5) — 20| ар ао у 
Прах. | А ав (7) 


гдЪ, какъ веегда, прямыми буквами означены полныя производ- 
ныя по времени. 


Разсуждая такимъ же образомъ относительно функщи =: =$(0), 
получаемъ: 
х = 0; $1-- А) =0; 
(Е А — 9(0_ 
5 ы 


©; 
при всякомъ &, а при А безконечно маломъ: 


9-8 — 20| _@ ФГ 


Пред. = = зв ==0. (8) 
А о а а 


Тмъ же путемь мы могди идти и дальше, но въ этомт нть 
нужды. Полученныя равенства (7) и (8) выражають собою т уса0- 
ви, которыя налагаются на скорость и ускореше несвободной 
точки удерживающею связью. 

Раскрывая (7), находимъ: 


Мир Ту Жз. 


Об ав Е Ее 


(9) 


если запятою означимъ производныя по времени. 
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Замфтимъ, что 


З а 


ед: АГ); И — Ген; @® 


2'— 0008 (6,2); У’ = 0608 (6, у); 2' = 0608 (6,2), 


тдь А/ означаеть дифференщальный параметръ перваго порядка 
или градентъ функщи / ($ 111), а› скорость движущейся точки. 
Тогда вмфето (9) можемъ написать 


АГ. о сов (о,5Г) + = 0. (1) 


Мы видимъ, что ограниченю подлежить аишь соетавляю- 
Щая скорости вдоль по гращенту; эта составляющая должна имфть 
‘эпредъленную величину для даннаго момента времени и даннаго 
женя точки: 


1% 


оз (#, М) В 0 (12) 


Что же касается до составляющей © въ плоскости перпенди- 
чярной къ ДГ, то она можеть быть вполнф произвольною. 


,) 
Когда ый — 0, т. е. связь явно не зависить отъ времени, то 
иство (11) даеть 
в сов (в, АГ) = 0 


214". (18) 


Полученное услове очевидно: оно требуетъ, чтобы скороеть 
и, движущейся по неподвижной поверхности неизмфннаго вида, 
в въ паоскости касательной къ этой поверхности. 


120. Услов!е, налагаемое на ускорене несвободной точки удер- 
ею связью. Обращаясь къ выражен!ю (8) и раскрывая его, 
ЧИМЪ: 


9 1, 
. ву" Г 
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р ро, Г, ТИ 
+ о" лы" 2" ГР 
; ИР Г, Г 
Зою: ЕР: Г 

9! 14. 
ЕН. и 
Здфеь 
„> 


= — 2608 (24:), у’— 9008 (6), == 0608 (62), 


если © ускореше точки. 


Поэтому, пользуясь (10), можемъ предъидущему равенству (14) 
дать видъ: 


АРУ сов (5 АГ П/=0. (15) 


Символь Г,/ означаеть тутъ послфде!я три строки выра- 
жешя (14). 

Опять оказывается, что существоване связи налагаеть огра- 
ничен!е только на составляющую ускореня точки вдоль дифферен- 
щальнаго параметра связи: 


8 (Г) — - ру. 


Составаяющая же ускорен!я въ плоскости, перпендикулярной 
къ &/, ничфмъ не опредфаяется. 

Относительно состава )./ замфтимъ, что это выражеше ©0- | 
держитъ въ себф члены трехъ родовъ: въ одни скорости входять 
во второй степени, друме содержатъ скорости линейнымъ образомъ 

3 
| 


и ваконець третьи свободны оть скороетей, Когда „-—0, члены 


посяфднихъ двухъ категорй отеутетвуютъ и П),Г обращается въ 
квадратную однородную функцию скоростей. Замфтимъ, что по 
внЪшнему виду услоше (15) не измЪнится въ разсматриваемомъ 
влуча%, противоположно тому, какъ это быао ©ъ усломемъ (11) 
относительно скорости. 


121. Условйя, нала! ыя на скорость и ускореше несвободной 
точки неудерживающею связью. Положимъ теперь, что свобода ма- 
теральной точки стфенена, неудерживающею связью (2). 
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Богда связь эта ослаблена ($ 118): 

Их, у, г, > 0; 
точка движется внутри объема, предоставаеннато ей, то, оче- 
она можеть принимать произвольную скорость и произволь- 
екореше, слФд. эти векторы никакимъ ограничешямъ не под- 
Еели же связь дЪйствуеть въ моменть #& 

Га, у, г, ) = Е(0=0, (16) 

закой либо изъ послфдующихъ моментовъ # 4 (4# > 0) по (2): 

Е(Е--А > 0. 
Отсюда 


ВР, 
№ 2% 


‘шроизвольномъ, но положительномъ 4. Принимая А безко- 
малымъ, находимъ: 


аЕ Е 


==>. (17) 


Сафл. при соблюден и (16), скорость точки по (17) должна 
услове ($ 119): 


АГ. ©соз (в, АК) т о. 


д: 
поверхность не деформируется и неподвижна, т. е. ы = 


© с0$ (и, \Г) 2 0. (18) 


при этомъ, что дифференщальный параметръ связи 
внутрь объема, предоставаеннаго для движеня точки. 
два, по $ 112, направаеше АГ идетъ въ ту сторону, въ 
функция / возрастаетъ, а она возрастаетъ при перемфщени 
эбъема, ибо для точекъ на поверхности функщя / равна 
зая точекъ внутри объема /> 0, по услов!ю. 
4 

Ио 
одныхъ сдфлать не можемъ и слфд. ускоренше точки 


дая момента й: > 0, то никакихъ заключен о выс- 
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т — 0 для момента #, то. 
изъ равенства: Ё(—0; Ё (0—0; вытекаетъ: 


остается вполнф произвольнымъ. Когда же 


Е сада №09, (19) 


тдВ 6 правильная положительная дробь. Но Ё(#-- 40 > 0, сад. 


ее Чо. 
в а 7% (20) 


Е(0= 
или по предъидущему параграфу: 
А/о сов (р 5) Ту! > 0. (21) 


Не должно забывать, что написанное неравенство предпола- 
гаетъ 


а 
—0; = =0. 
р о 
Въ заключеше обратимъ внимаше на то, что, когда /—0, 
а 4 0 или когда /— 0. о, в 0, дви. у 
#2 огда Г— 0, у-=0, а у» > 0, движущаяся точка въ 


одинъ изъ моментовъ, слфдующихъ за разематриваемымъ, должна 
сойти со связи, т. е. [ станегь больше нуля. ДЪйствительно, 


РИ ( 
въ первомъ елучаЪ функщя / возрастаеть (= 0); сл$д. изъ нуля 


г ‚ ЧР 
она станеть положительною: /> 0; во второмъ случаз функщя : 
возрастаетъ, сл. изъ нуля она ‘обратится въ положительную ве- 
личину, но тогда / станеть функщею возрастающею и слфд. изъ 
нуля станеть положительною: [>0. 

Такимь образомъ движеше по поверхности /—0, воз- 
можно и здеь лишь при условяхъ: 


[=0; г а 0; ав = 0. (22) 


122. Реакщя удерживающей связи. Связи идеальныя. Множитель 
связи. Пусть на несвободную матеральную точку, находящуюся на 
удерживающей связи: 


Ка, ув, )=0, (23) 
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уеть сила [, имъющая своими составляющими по коорди- 
ъ осямъ Х, У, Я. Если бы точка была евободною, то по 
мъ Ньютона ея уравнешя движен!я были бы ($ 98): 


та" = Х; ту" == У; те" -= 7. (24) 


Но по (15) ускореше разематриваемой точки должно удовае- 
услов!ю: 


ЯР О, | 97 


ав д* Тау Г д Пр 


(25) 


‘Сафдовательно, если равенства (24) и (25) не противорвчать 
другу, то изъ нихъ вытекаегь такая. зависимость между 
ми силы Ё: 


Но нетрудно видфть, что тогда уравнеше (23) служить однимъ 
втеграловъ движен!я, а потому мы имфемъ дЬло съ 
случаем движеня свободной точки, а не съ движе- 
точки по связи. 

_Фойствительно, если уравнешя (24) умножимъ соотвфтетвенно 
1 ил, 19 
т ду * т 0 

позучимъ: 


АЕ 
дд" Рау! Би т (Хо ь ду ' С ‚) 


и затфмъ сложимъ, 10, какъь слфдетве изъ 


(26): 


житегрируя: 
К, у, в, =, 


2 произвольныя постоянныя, 

образомъ равенство (23) является частнымъ интегра- 
йя при «==В =0. 

этоть случай оставить въ сторонЪ, то соотношеше (26) 
а потому уравнешя (24) противорф чать 
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Выйти изъ такого затрудненя мы можемъ, лишь принявши, 
что уравнешя (24) несправедливы въ настоящемъ случа: кром%. 
силы К на разсматриваемую точку должна дфйствовать н®которая 
другая сила И, обязанная своимъ происхождешемъ присутствию 
связи и потому называемая реакц!ею евязи на точку. Такое 
принят не нарушить третьяго закона Ньютона, такъ какъ мы 
не иначе можемъ представить себ связь, какъ мехапизмъ, соеди- 
няющЙ одну массу съ другою, а тогда источникомъ реакщи на 
массу, представаяемую движущеюся точкою, будеть та масса, съ 
которою предъидущая связана кинематическимъ образомъ. 

Итакъ уравнешя (24) необходимо замфиить слёдующими: 


тг’ =Х-ЕВ,, ту’ = УВ, т" = И В., (27) 
тд для сокращеня положено: 
В, = В с0з( В, 2); В, = В с03(В, у); В. = В сов (В, г). (28) 


Посмотримъ, насколько опредфаяется сила Ё по уравнен!ю (23). 
Такъ какъ теперь уелове (25) должно быть выполнено, то по (27): 


ву, № 9 ОГ, УЖ, 0, ры 
м (РВ Ви) НЫ (ХЕ ь) Ты =0 
или по (28) и (10): я 
Е И ое ак И 
Вовз (К, \/)— та зе | ить! (29) 


Оказывается, что, если намъ дано лишь уравнеше (23) и не- | 
извфетно, какъ на дав осуществлена связь, то опредфленною 
функщею оть 62, у,2,2',у’, 2’ яваяется одна лишь составляющая 
реакщи по дифференшальному параметру связи: что же касается 
до составляющей реакщи въ плоекоети, перпендикулярной къ па- 
раметру, то для нахожден!я ея уравнеше (23) намъ ничего не даеть. 

Поэтому мы ограничимся въ дальнфйшемъь разсмотрьшемъ 
только такихъ связей, которыя вполн% опредфляются евоею ана- 
литическою формою, т. в. уравнешемъ (23), и сл. не даютъ 
реакц!и въ плоскости, перпендикулярной къ ДА/. 
Таля связи обыкновенно называють идеальными; реакщя иде- 
альной связи на точку направлена всегда по соотвЪфтетвенному 
грашенту связи. 

Изъ вышесказаннаго не’слфдуеть, что мы исключаемъ вовсе 
изъ своего раземотрёя связи съ реакщями не по дифференщаль- 
нымъ параметрамъ; только, если желательно изучить движеше точки 
по евязи такого рода, то, кромф уравнен!я связи, намъ должень 
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извфетенъ законъ, которымъ опредфляется составаяющая ре- 
въ плоскости, перпендикулярной къ А/. Законъ этотъ обы- 
‘нно выводится изъ наблюдев!й и опытовъ надъ физически 
ествленными связями; примфръ тому увидимъ, когда будемъ 
рить о движеши точки по шероховатой поверхности, т. е. въ 


На основан!и сказаннаго для идеальной связи принимаемъ, 
В направлена по А/, и сл6д. по (10): 


в 9. В. в В 
АГ 0х <. АО "АРВ. 


У. : 
'Обыкновенно отношеше а означаютъ одною буквою ^, назы- 
множителемъ связи, т. е. 


= Е (30) 


| (=) = (»); и 


123. Дифференщальныя уравненя движен!я точни, находящейся 
ой удерживающей связи. На основаши вышесказаннаго 
мъ движен!я несвободной точки (27) даемъ видъ: 


18 х НА я х - Е 
"- у ти’=У Аа; т’ = а . (30 


Нзшасанныя уравиеня содержать четыре неизвфетныя 
времени: 2, у, =, \; для нахождешя этихъ функщй мы 
и четыре уравневя, а именно (31) и (23). 

ироване ведется по сдфдующему плану. Прежде всего 
” вскаючаемъ неизвфетную функщю ) при помощи урав- 
‚ служащаго слфдетйемъ (23). Подставляя въ (25) зна- 
хъ производныхъ 4”, у", 2” изъ (31), опредваяемъ от- 
закъ функщю оть т, у, 2, 2, и’, 2 


В. 
(4 


- 9 „9 „9 \ 
(Хх тии) : (82) 


эту величину ^ вставимъ въ правыя части уравненя 
выучимъ три совокупныхъ уравненя второго порядка 
трехъ неизвфстныхъ функций времени з, у, 2, Интегри- 
уравнен!й приведетъ насъ къ выражешямъ для 2, у, =, 
шесть произвольныхъ постоянныхъ С, С,. 


С 
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но, какъ нетрудно видфть, въ разоематриваемомъ случаЪ неза- 
висимыхъ постоянныхъ останется только четы ре. 


На самомъ дфлЪ, когда дадимъ 7. ея значене (32), то, есаи 
147 19 19/ 
умножить уравненя (31) соотвЪтетвенно на ии 
сложить, найдемъ такое равенство, какъ слфдетв!е (32): 


ара. ЗУ уд, дк, 2 
Ни Ни =Ь— 
иди 


Г 


откуда 
Па, у, г, = РВ, 
тДБ хи В произвольныя ностоянныя. Если въ лфвую чаеть полу- 


ченнаго равенства вставимъ значешя для 2, у, г, ман В должны 
оказаться функщями оть С,, С,, 


&—=9(С,, С,....С,}; 8=(б, С... 6). 


А потому для получешя уравненя (23) мы должны положить 


такъ что независимыхъ между (',....С, останутся только че- 
тыре. 


Причина изложеннаго лежитъ, конечно, въ томъ, что для 
исключеня ^ мы воспользовались не самимъ уравнешемъ (28); 
а второю производною оть лЪвой части его, т. е. (25). 

Примбрь: Точка массы — | лежитъ ва связи: 

ар ур ееа=0, (38) 


ТА а, 6, ©, 4 постояниыя, ни находится подъ дАйствемь постолнной силы у, 
паразлельной оси =. 


Уравнен!я движентя: 
2’ = а; АРУ). 
Опредфаяемъ Х при помощи равенства: 


а "= 0; 
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димЪ: 


: де эже зи -^ 
три = И, =, 


Уравнен{я безъ ): 
2 а ОБИ, 


своими интегразами: ыы 


= #040, 
в ; 
УЕ бе 05 


= Ни сео 


С.„.... С, постоянныя произвольных. 


Чтобы удовлетворить (33), ‘между этими постоянными должно устапо- 
сафлуюцщия двЪ зависимости: 


аб, 56,6, =0; аб, + 50,-- сб, +а=0. 
124. Реакщя неудерживающей связи. Дифференщальныя урав- 
движен!я точки, подчиненной неудерживающей связи. Положимъ, 
‘евобода точки массы т стфенена неудерживающею связью: 


уу 0 >. (84) 


Пусть въ точкЪ приложена сила К(Х, У, 7). Евли [-0, 
точка находится внутри объема, ограниченнаго поверхностью 
®. то ($ 121) ускореше ея никакому услов!ю не подчинено, и 
уравнешя движеня будуть такими же, какъ и для точки 


эта" 


Х; ту’ = У; т (85) 

Уекореше точки пе можеть быть произвольнымъ только 

зотда она движется по самой границ объема (1—0) и при 
@ : 

когда я —0 ($ 121); въ такомъ елучаЪ ускорене должно 

ъ неравенству (20) или (21): 


РИ АИ . 
НУ и Ты 0. (86) 
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„Написанное соотношеше не будеть противорёчить уравнен1- 
ямъ (85), если сила Е такова, что 


9 9] 
(ки РУ +) +120, ет 


"Тогда точка все время движется, какъ свободная. 
Но если 
1 (к ме +29) ри, (88) 


т 0 ду 


то, подобно предъидущему, мы принимаемъ, что къ правымъ ча- 
стямъ уравненйй (35) присоединяются проекщи реакщи связи А—В,, 
В,. В.,—на коордиватныя оси, причемъ предполагается, что уеко- 
рен, получаемое точкою оть совокупнаго дЪйствя силь Ри В 
не сводитъ её со связи, т.е. по (22) удоваетворяеть ра- 
венству: 


—0, (89) 
Полагая связь идеальною, мы для проекцШ реакщи беремъ 

выражен!я: 
ВА; ВА, ВАХ. 


Множитель Х найдемъ изъ (39) по (32): 


ды аки 


и 
(АР г | и 


9 

См + т т (40) 
Изъ сказаннаго выводимъ, что уравнешя движеня точки, 

подчиненной неудерживающей связи, приходится брать либо въ 

видВ (35), либо так1я: 


еее аа Е: 
ти ХА; ту РЕ жи, (41) 


Легко опредфлить критемумъ, указывающий, когда надо брать 
уравнешя одного типа,‘ когда—другого. Изъ еравнешя (40) съ (38) 
видимъ, что для неудерживающей связи всегда 


> 0. (42) 
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Саъд. уравненйя типа (41) годятся лишь тогда, пока множи- 
тель ^ сохраняетъь положительное значен!е; когда же Х обращается 
въ нуль (для этого случая оба типа уравнешй совпадаютъ) и за- 
тфмъ становится отрицательнымт, надо брать уравнешя типа (35). 

Такимъ образомъ планъ рьшешя вопроса о движени точки, 
подчиненной неудерживающей связи, слёдующий. Прежде всего по 
начальнымь данвымъ: 2%, Уз, 2, 2’, Уз 2, @мотримъ, соблюдены ли 
для начальнаго момента # =, усаовя 


1=0; ИТ ^>0. (43) 


7 

Если хотя одно изъ нихъ невыполнено, беремъ уравнен1я 
типа (35). Когда ве усаовя (43) удовлетворены, обращаемся къ 
уравненямъ (41). Интегрируя ихъ ($ 123), находимт, 2, у, г, А. 
какъ функщи времени; 


#490); у= 0; #=0); =. 


Изелздуемъ, не можеть ли фупкщя (И обратиться въ нуль 
и затёмъ стать отрицательною. Если \(!) всегда положительна или 
нуль, задача кончена; если же 7(ё) обращается въ нуль для мо- 
мента #—, а затЪмъ становится < 0, то уравневя {41) годятся 
лишь для промежутка времени отъ % до &. Съ момента &, надо 
уже брать уравнешя (35) и интегрировать эти уравнешя при на- 
чальныхь условиях: =, #=9(&), у=4); г=(8); &'=$'(&,); 
ИУ; е' = 0). 

'Можеть случиться, что точка, движущаяся вакъ свободная, 
т, е. по уравнешямъ (35), снова попадеть на связь-координаты 
ея обратятъ / въ нуль. Тогда произойдеть явлеше, называемое 
ударомъ— скорости точки измфнятся мгновенно. Какъ опредф- 
лить эти измфнешя, увидимъ впослфдств!и. Во всякомъ случа къ 
новымъ скоростямъ послф удара мы должны отнестись, какъ къ 
даннымъ начальнымъ, и такъ продолжать налие изслвдоване и пе- 
реходъ оть уравнен!й одного типа къ уравнешямъ другого, пока 
не исчерпаемъ, если сможем, вс моменты, для которыхъ или № 
обращается въ нуль, или происходить ударъ. 

Изъ (41) по (42) вытекаегь, чт» неудерживающая связь мо- 
жеть оказывать реакщю лишь по положительному направ- 
т нормали или дифференщальнаго параметра перваго порядка 
($ 112). 


, 


125. Дифференщуальныя уравненя движеня точки, подчиненной 
двумъ связямъ. Положимъ, что разсматриваемая точка подчинена 
двумъ связямъ: 


(в, у, 2.) =0; Ь (ву, 2, =0. (44) 
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Принимая, что об связи идеальныя, по $ 123 получаемъ 


сафдующя уравнен!я движен!я дая взятой точки: 
тех а 
ту" = УРА г . - 5 (45) 


Написанныя уравнешя содержать пять неизвветныхъ функ- 


ЩЕ времени: 2, у, 2, 
емъ и пять уравненй (44) и (45). 


^,. 25; дая нахождешя этихъ функщЙ мы им$- 


Интегрироваше ведется тёмъ же путемъ, какъ и для одной 
связи. Прежде всего изъ (45) исключаемъь неизвфетныя функщи 


Ъ, и >, съ помощью уравненшй: 


7, 
9 


служащихъ слдетыемъ уравнешй (4 
венства (46) представятся такть: 


ИВ 
де бу Те 
9/, А ог, 
0 Ти Та 


(46) 


4). Въ раекрытомъ видВ ра- 


“НТ, 


в’ Тв =0: 


Подетавляя сюда значешя вторыхъ производныхъ &', у", 2", 


изъ (45), находимъ для опредфлешя 


№, и ^, уравнешя: 


Ан 5 9, ЕтРИ =0; 
АА, Н.Ф тр, =0; (47) 
ть 
дд, 86 98. 
Я др 0х ду би `` 0: 0 

у, (48) 
9[; Жи. 

%=Х) г РУз ту! -1, 2 
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Опредфлитель А уравнений (47) можеть быть предотавленъ въ 
вид суммы трехъ квадратовъ; дВйствительно по (48): 


АА, А,—А = | 


оС, |* 9 (ДГ, |* 
О Ом, 9 


если условимся въ обозначени 


9%) 9% 9 _ 9) % $ 
9(45) 04% 00 0% 


Изъ (49) заключаемъ, что А можеть равняться нулю лишь 
въ томъ случаф, когда каждый изъ опредфлителей второго порядка 
(49) обращается въ нуль. Но тогда между функщями /, и /› должно 
существовать соотношене: 


ПЕ, 0=0, 


и елфд. или 1) при // =0и р, =0. или 2) при /, —=0 функщя 
1, =3(0), функщи времени, отличной отъ нуля. Въ первомъ случа 
одна изъ связей елужить слЪдетыемъ другой, а во второмъ слу- 
чаЪ связи противорБчатьъ другъ другу. 


Если исключимъ изъ нашего раземотрьюя эти случаи, то А 
будеть отлично отъ нуля, и слёд. мы веегда сможемъ изъ (47) 
опредълить ^\, и, какъ функции оть аргументовъ 2, у, 2, 2', у’, 2', 8. 
Подставляя найденныя выражешя въ правыя части уравнений (45), 
получим три совокупныхъ уравнешя второго порядка отноеи- 
тельно неизвфетныхь функц х, у, 2. Интегрироване этихъ урав- 
ненй приведеть насъ къ выражешимъ для 2, у, 2, содержащимь 
шесть произвольныхъ постоянныхъ (,, О.... Су. Нетрудно видфть, 
что независимыми между ними будуть только двЪ. 


Умножая каждое изъ уравнешй (45) соотвЪтотвенно на 9, 


0х’ 
2 47 ай (45) 
о и складывая, мы по (47) получимъ изъ уравненй (45) при 
найденныхъ значешяхь для ^, и \, какъ слфдотые первое изъ 
‘уравнешй (46). ТЪмъ же путемъ выведемъ изъ уравненй (45) и 
второе уравнеше (46). Такимъ образомъ въ числЪ интегралов 
разсматриваемой системы будуть слфдующе два: 


Ру ЕВ; (т, ув, ) == В. (50) 
в 
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Поетоянныя &,, В,, я, В, должны оказаться нфкоторыми функ- 
щями оть 0, (,... С,. Но дая полученя изъ (50) данныхъ связей 
(44) мы должны положить 


в: = 0; 1 =0; а, =0; В, =0; 


что и даеть четыре зависимости между (', С... С., такъ что про- 
извольныхъ останется только двЪ. 

‚ Когда одна изъ связей или 0бЪ неудерживающия, ходъ рё- 
шеня тотъ же, что и въ $ 124. 


ГЛАВА Х\. 


Движене точки по поверхности. 


126. Дифференщальныя уравненя движеня точни по поверхно- 
сти, Уравнешя движеня матеральной точки по поверхности 


[(х, у,2,)=0, (1) 
въ общемъ видВ уже нами найдены ($ 123): 
та" ХА ий ; 
9. 
= у-и 2 
ту д; (2) 
т" = #--) Г 


Уравнешя эти замфняютъ собою геометрическое равенство: 
(тг) =(Е)-- (№, 


тво ускореше точки, Ё’равнодфйствующая приложенныхъ къ ней 
силъ, № реакщя поверхности, направленная по нормали и къ по- 
верхноети ($ 122). 

Поемотримъ теперь, какъ можно видоизмфнить и упростить 
уравнешя (2) въ томъ случаф, когда поверхноеть веизмфнна и не- 
подвижна, т. е. когда въ уравнеше (1) время явно не входить: 


(т, у, 2) =0. (3) 
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Очень удобно бываеть выбрать такую систему координатъ, 
чтобы поверхность (3) была одною изъ координатныхъ, а коорди- 
натныя лиши, ей соотвфтетвующя, были къ этой поверхности ор- 
тогональны. Пусть мы взяли такую систему координат 4,, 4х. 4» 
и поверхность (8) представляется въ этой системв уравненемъ 


4: —и=0, (4) 


тд а, нЪкоторая постоянная. 


Реакщя поверхности ($ 122) будеть направлена по коорди- 
натной оси 3 (5 48) и слфд. не дасть проекщй ина оси 1 и 2. По- 
этому уравненя движешя точки будуть (ем. (12) $ 52 и (2) 893): 


т (% 9% 9 ) 92 


А, \@ М’ 0, 

т Га 9% 0% 

2, (ва; —#,) = % © 
шуат _0\_ : 

я, (в м м.)= >, 


тд А, А, А, коеффищенты выраженя / (см. (18) $ 43), ©,, ©, 
©, проекщи Ёна соотвфтетвенныя координатныя оси, а № реакщя 
поверхности. 


Мы видимъ, что первыя два уравнешя (5) вовсе не содер- 
жать реакц!и, а потому, если намъ интересно лишь движеше точки, 
то мы можемъ ограничиться этими двумя уравнешями и вовсе не 
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принимать во внимаше уравненя третьяго. Первыя два’ уравне- 
ня (5) содержать только двф неизвфетныя функщи времени 4; и 4, 
такъ какъ 4, по (4) равно постоянному а,. Интегралы этихъ урав- 
нешй будуть содержать четыре произвольныхъ постоянныхъ, 
какъ это и слфдуеть ($ 123). Третье уравнене понадобится намъ 
въ томъ случа, когда мы пожелаемъ найти величину реакщи №. 

Можно также отнести уравнешя движеня точки къ слдую- 
щимъ подвижнымъ осямъ, имфющимтъ, начало въ движущейся точк\: 
примемъ за Ох касательную ОТ (Фиг. 59) къ траектори, за 02 
положительную нормаль Оп къ поверхности, а за Оу направлене 
От, перпендикулярное къ ОТ и О». Очевидно, это направаеше 
будетъ лежать въ касательной плоскости къ поверхности. 

Пользуяеъ равенствомъ (3) и припоминая проекщи ускоре- 
я на касательную и на радуеъ кривизны 2 траектории ($ 51), 
находимъ: 

а 


та = Реоз(Е,Т); 

т х сов (р, я) = сз (Е,п) {№ (6) 
г 

т =. 608 (р, 7) === тот, п) — Е ео (Е.т). 


Полученныя уравненя пишуть обыкновенно въ нфеколько 
иной форм$. 
Съ этою цфлью припомнимъ выражешя (38) $ 32 для кри- 
ВИЗНЫ: 
хе 2 4 
ат — р 9 дя 
Мы ихъ получили, разсматривая кривизну какъ векторъ, 
служащий геометрическою производною по дуг $ кривой оть н%- 
котораго перемЪннаго вектора. Векторъ-кривизна имфетъ величину 


1 


@ 
608 (5); еы = 60852). (1) 


о |= 


равную : ; а направаен!е его совпадаеть съ направлешемъ раду- 


са кривизны, идущимь къ центру кривизны. Разаожимь 
векторъ-кривизну ОВ на два составаяющихъ вектора (Фиг. 59), 
одинъ ОЛА по нормали, а другой ОС по направленю От. Тогда 


ОА— ОВевз (ОВ, п) = : св (2, п); , 
Е (8 


0С— ОВез (ОВ, 1) = = ОВзт(ОВ,н) => Е вт (р, =). 


86 ДВИЖЕНИЕ ТОЧКИ ПО ПОВЕРХНОСТИ. Гл. ХУ $ 126. 


Но по (7): 


а ди Г 48° 08 


ИС Фу И а 9Г\ 


1 
ит р м к (9) 


Дифференцируя дважды по $ равенство (8), мы получимь 
подобно (14) $ 120: 


42 ОР, @:у 9 й 42 Г 


а да Г а ду | а де | о 
тд% 
у __ #4 [ах э, дГ Г4у\? 21%) 
2 — д (#) Т ду? (=) 1 де) | 
РР Г ак ау 
И 


ду д: `` @ 0204 °@ `@ "деду `` @ 
Изъ предъидущихъ равенетвъ видимъ, что 


1 (федр Фу @г р _ бе 4 @ 
ГУ = д | ду | а? 0: = ба (ны, @’ +) 


т. е. по (9) отношеше 


сов (р, ») 
Р 
зависить лишь оть положеня точки на поверхности и направленя 
касательной. 
Отсюда закаючаемъ, 


1) что дая вофхъ кривыхъ на поверхности, имфющихь въ 
данной точк® общую касательную и общую плоскость кривизны, 
радуеъ кривизны одинъ и тотъ же; 

2) что для вевхъ кривыхъ на поверхности, имфющихь въ 
данной точкЪ общую касательную, выражен! 


ОЕ) = 60154. 


Если замфтимъ, что для нормальнаго ллоскаго свчешя по- 
верхноети черезъ разсматриваемую касательную уголъ (2, ”) рав- 
няется нулю или т, то видимъ, что 


ал 
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тдЪ И ражуеъ кривизны нормальнаго сЪчешя (теорема Менье), 
В принимается величиною положительною или отрицательною въ 
зависимости оть знака 60$ (2, ") 


Что же касается до ОС, проекщи вектора -кривизны на ка- 
сательную плоскость, то дая величины его имфемъ слфдующее вы- 
ражеше по (9): 


_ 0 (2, п) > а п") __ 
# Е 


а еЭ-<-е-- © 


ы о фид. гр ‚ а 


об = 


— [4 0 Та ду 480: 


С $ ' {2 @ Г 

= аи (аа аду] т \ а де а, ) 
‚ (Фе Фор 
(а а %) В (10) 


Разематриваемый векторъ обращается въ нуль, если данная 
кривая удовлетворяетъ соотношен!ямъ: 


Фа Фу @2 о 9 Г 


2 `` а дж’ бу ° 9 
или 


60$ (2, 2) : с08(2, М) : 08 (2, г) == 008 (и, 2) : 608 (и, и) : 08 (и, 2). 


Такая кривая, у которой паоскоеть кривизны всегда нор- 
мальна къ поверхности, носитъ назваше гео дезическо й ли- 
н1и; по этому-то и проекцию ОС вектора-кривизны на касательную 
плоскость называютъ геодезическою кривизною данной 


кривой и обыкновенно обозначаютъ такъ: с` 
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Пользуясь сдБланными замфчашями, мы можемъ переписать 
уравненя (6) слВдующимъ образомъ: 


4 г. 6 
т = Ев Е, 1}: 


т Я Ее, „)-- № (11) 


127. Интеграль площадей. Законъ моментовт, количества дви- 
жешя ($ 108) для точки, движущейся по поверхности (1), выра- 
жается такъ: 


а т Е г : 9 9 
пт 62 2у') = #у А (у и); 
Я та" — в) = Хе р ЦЕ РЕ .); (2) 


Ч у ее. о. (9 ОР 
а" 9 у2') = Ух хи (= и). 


Члены съ множителемъ ^ предетаваяютъ собою моменты ре- 
акщи около соотвфтственныхъ осей координатъ. Для того, чтобы 
этоть моментъ вокругь какой либо оси, напр. (=, обратился въ 
нуль, необходимо соблюдеше условя: 


ду х ЕЙ 0: (13) 


Соотвфтствующая этому уравнен!ю съ частными производными 
система совокупныхъ уравнений: 
4х __ @у 


у” 
имЪфемъ очевидный интегралъ: 2? у* — с078ё. Слфд. [Г представ- 
ляется произвольною функщею отъ 2*- у? и, конечно, г, такъ 
какъ въ (13) не входить производная по этой перемфнной. Дру- 
гими словами, данная поверхность должна быть поверхноетью 
вращен!я вокругъ оси 2-овъ. Справедливость полученнаго вывода 


дань 
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иена и геометрически: нормаль къ поверхности вращешя всегда 
лежить въ одной плоскости съ овью. 


Такимъ образомъ для движешя точки по поверхноети вра- 
щени.мы можемъ получить интегралъ площадей ($ 105), если равно- 
дьйствующая сила Г не даеть момента около оси поверхности. 


128. Интегралъ живой силы. Законъ живой силы ($ 109) въ 
примфнени къ точкЪ, движущейся по поверхности, даетъ по (2): 
те 


Е И 
а" = ХУ И ^ (0 = ду #4 


или, на основаши (9) $ 119, Е. 
бин р АТА 
о — Ха ин Иа Хор 4 (14) 
Послфдьйй членъ въ правой части предетаваяеть собою эае- 
ментарную работу реакщи. Эта работа обращается въ нуль, когда 
и. 
ж=0, : (15) 


т. е. связь неизмфнна и неподвижна. 


Еели, кромф того, элементарная работа равнодфйствующей 
представляется поанымъ дифференщааомъ, 


Х4г + Уду + Хаг = а0, (16) 


то изъ (14) мы получаемъ интеграль живой сиды ($ 110) въ вид® 
= А, (17) 


тдв / произвольная постоянная. 

Замфтимъ, что по (15) въ силу уравнешя (3) одна изъ коор- 
динать служить функщею остальныхъ двухъ, напр. 2 — [юисе (х, у). 
Пусть производныя 


тогда 
Хаг-- Уау- а —=(Х Е рй)а«-- (У аду. 
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Здфсь независимыхъ перемфнныхъ только двф, поэтому для 
полученйя полнаго дифференшала, т. е. выраженя (16), теперь не- 
обходимы не три условя (17) $ 110, какъ для свободной точки, 
а только одно: 


) 
ЕВА (42. (18) 


Замфтимъ, между прочимъ, что, если мы нашли интеграль 
площадей и интегралъ живой силы, то мы опредфлили ве% неза- 
висимые другъ оть друга первые интегралы движешя для раз- 
сматриваемой точки, такъ какъ число этихъ независимыхъ инте- 
траловъ равно двумъ (5$ 123 иаи 126). 


129. Ноничесни маятникъ. Раземотримъ движене тяжелой 
точки по неподвижной сферф. Выберемъ начало координать въ 
центрь сферы, а 02 направимъ вертикально книзу. Тогда уравне- 
ве связи (удерживающей) будетъ: 

№, 2—0, (19) 


если П рамуеъ сферы. Ускореше тяжести означимъ черезъ 9, 
тогда уравнешя движешя по (2) представятся такъ: 


тд” = —3^2; 
ту’ = — 2% у; (20) 
тг" —т9— 2^2. 

Дифференцируя дважды (19), получимъ: 

даа" ау в 0. 
Подетаваяя сюда изъ (20), опредфаяемъ 2: 
2 (аут (ев); 
или, полагая 2 у? 2—1? и пользуяеь (19): 


т(# 92) 


ей (21) 
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Чтобы получить отсюда реакцио сферы М, надо по (30) 
$ 122 умножить ^ на дифференщальный параметръ перваго по- 
рядка отъ лЪФвой части уравнешя связи (19); тогда имфемъ 


М А/В К 9%), (22) 


Сферу можно разематривать какъ поверхность вращеня 
около любого изъ даметровъ, а сила тяжести не даеть момента 
около вертикали; поэтому для взятаго движешя мы можемъ по 
$ 127 написать интегралъь площадей: 

т (2у'— ух) =тА, (28) 
гдВ А произвольная постоянная. 


КромВ того въ настоящемъ случа имЪфемъ и интегралъ жи- 
вой силы, такъ какъ сфера неподвижна, а сила тяжести, какъ по- 
стоянная, имфетъ потенщальъ; сокращая на массу, интегралу живой 
силы дадимъ видъ; 

я —=292-- 24. (24) 


Введемъ цилиндрическя координаты 2, 7. ( ($ 89). Тогда урав- 
неше (19) перепишется такъ: 


вв 2—0, (25) 
а интегралы (23) и (24) примутъ видъ 
ви 4; 
а - и -|-903 — 20:21. 


Если вотавимъ сюда вмфсто у его значеше изъ (25) и зам$- 
тимъ, что 


, 2г' 
т УЕ’ 
у8:—2 
то найдем`ь: . 


еб; 


ев). (26) 


Е? — 


92 ДВИЖЕНИЕ ТОЧКИ ПО ПОВЕРХНОСТИ. гл. ХУ $ 129. 


Исключая изъ (26) 6'’съ помощью интеграла площадей, по- 
лучимъ для = дифференщальное уравнеше: 


Въ многочаень ©(г) станемъ давать аргументу 2 значе- 
ня: ©, И,20, | Й; ПОДЪ 20 мы разумфемъ данное начальное зна- 
чене координаты 2, при чемъ, конечно, по (25) 

В<ц< +В. 


Нетрудно видфть, что 


9(—=)>0 (-Ю=2# 50; 9®=А*> 6; 
есев= г 


Отеюда заключаемъ, что многочлень ©(=г) имфеть веВ корни 
вещественные; одинъ изъ корней, <, всегда отрицателенъ и численно 
больше А; другой, а, заключается между — В и го, третй, 8, между 
в и-- В, т.е. 


< —В<«<и<в<+Е 


Теперь вмфето (27) можемъ написать: 
ие Е &#—08- Ае—а). (28) 


Перемфнная 2, которая можеть измфняться лишь между —- № 
и В, должна заключаться между предфлами о и 8; въ против- 
номъ случаЪ правая часть равенства (28) стала бы отрицательною. 
Такимъ образомъ видимъ, что траектор!я точки должна быть за- 
ключена между двумя параллельными кругами: г =си 2—8; она 
будетъ поелфдовательно касаться каждаго изъ нихъ, такъ какъ 
при 2 равномъ & или 8 производная 2’ обращается въ нуль. 

Движене точки въ общемъ случаЪ выразится черезъ эллип- 
тическ1я функщи; мы остановимся лишь на томъ частномъ слу- 
ча, когда © —В. Тогда уравнеше (28) обращается въ такое: 


РА 2 . 
же). 


у ОЧ ЧРИ ИРУ 
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Правая часть для какого либо =, численно меньшаго Ё и от- 
личнаго отъ а, всегда отрицательна; елфд. единственное возможное 
предположеше 


#=М 0—0. 


Точка перемфщается по параллельному кругу, совершая такт 
называемое движеше коническаго маятника. 


Опредфлимъ для этого случая законъ измфнешя угла 0. По (24) 
произвольная постоянная 


21—10 2950; - (29) 
слфд. интегралъ (26) при ='—0 даеть намъ 


А наня 30 
Ив (30) 
Но 2, служитъ кратнымъ корнемъ уравнешя: © (2) = 0, саЪд. 
для 2—2, должна обращаться въ нуль и производная оть © (2) 
ПО &; Т. е. 2, должно быть корнемъ уравненя 


32-1 2% 8 =0, 


Подставляя сюда вмЪето 2 его значенше 2, а вмфето 2й вы- 
ражене (29), находимъ 


откуда, интегрируя, 


о-ь-е му. 


если 0, значеше 0 для момента {,. 
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130. Двимене по инерщи. Приложимъ уравневя (11) къ рь- 
шенйю задачи о движен!и точки по неподвижной поверхности безъ 
дьйствя силъ, 


При Ё==0 первое уравнене (11) даетъ 


® 
в-% 
Т. 6. 08, — 6078ё., движеше равномфрное. 


Изъ третьяго уравнения (11) вытекаеть 


в. 
в 


траектор!я геодезическая лин!я. 
Второе уравнеше даеть величину реакци: 


Примфрь: Движен1е точки безъ силь по цилиндру вращен!я; радусь 
ортогональнаго сЪчен!я равенъ 1. 


Геодезическою -ливею на цилиндрв служить телиеъ. Пусть касатель- 
нал въ гелису образуеть съ плоскостью ортогональнаго сфчен!я цилиндра 
уголъ а, Тогда уравнеше траектор!и: 


“. 


ЕВ =1. 104. (9—6). 


Одно изъ главныхь сфчев!Й поверхности, очевидно, идеть по произво- 
дящей, а другое ортогонально къ прюизводящимь, олфд. главные радфусы кри- 


визны со и 1. По извфствой теорем Эйлера кривизва 1 нормальнаго сченйя 


2083. п 
черезь касательную къ телису будеть равна —^ т“ а потому дая реакщи 


имфемь выражен!я: 


сов 
МЕ 90а, 


1 


131. Движене по конусу вращения. Въ вид примфра на при- 
ложене уравнен!й типа (5) займемся задачею о движенши точки 
по конусу вращешя. Если мы возьмемъ ось конуса за ось сфери- 


ческихъ координатъ р, 9, {, то данная поверхность станетъ одною 
изъ координатныхъ: 
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ф—2=0: (31) 


здвеь а уголъ раствореня даннаго конуса. 


Уравнешя движешя по (3) $ 93 посл замфны $ черезъ а по 
(31) напишутся такъ: 


т (2 рф ава) = Ееоз (Е, а); 
тру’ эт а с05 а. = Реоз (ЁР, В) №; (82) 
т @а 


ие (реф та) — Есоз(Р,1). 


Движене точки опредфляется лишь первымъ и третьимъ изъ 
этихъ уравнен!й; второе понадобится тогда, когда пожелаемъ найти 
реакцию №. 

Положимъ, что сила РЁ направлена по оси а и зависить лишь 
отъ разстояня р, т. е. пусть 


Е со (Ез) = т[(з); Е с05 (Е) =0. 
Тогда послфднее изъ уравнен!й (32) даеть намъ интегралъ 
площадей 
2 т = А; (33) 
А произвольная постоянная. 
Поверхность неподвижна: поэтому имфемъ еще интеграль 
живой силы: 
р -- ру за = 245) -|- 21; , (34) 
здЪеь 


4) = ‚Гуа. 


Оба первые интеграла движеня нами найдены; интегрирова- 
1е закончится двумя квадратурами. А именно, исключая изъ (34) 
{' съ помощью (38) получимъ дифференщальное уравнеше дая р, 
рьшаемое квадратурою; найдя 2 какъ функшю времени, новою 
квадратурою опредфлимъ | изъ (33). 

Представимъ себф, что взятый конусъ развернуть на пло- 
скость. Пусть производящая ОЛ (Фиг. 60), лежащая въ паоско- 
ети 202, заняла ва плоскости положеше 0, А., а какая либо точка 1/ 
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на конусф ©ъ координатами 2, \/ помфстилаеь въ Л/.,. Положене 
М, на плоекости будемъ опредаять координатами гиф, т. е. 
разстоящемъ №, отъ 0%, и угломъ ой (М, съ прямой 0%Аь. 


Замьтимъ, что при разворачивани уса дуга МР паралаели съ = 


радусомъ озта обратитея въ дугу М.Р. круга радуеа 7; при 
этомъ, однако, длины дугъ не измфнятся, т. е. 


х МР=- М.Р. 


0; в № 


` 
Но МР соотвЪтетвуетъ центральный уголъ р, а М,Р,—уголъ 
9, сяфд. 


рута — "р: 
Теперь уже легко получить зависимость между координатами 


точки М на конусВ и координатами М, (ея изображен!я) на 
разверткЪ: 


он фата. : (85) 
Котда точка М движется по конусу, ея изображене №, пе- 
ремфщается по плоскости. Интегралы движешя (33) и (34) при 


помощи соотношений (35) переходять въ слфдующе интегралы дви- 
женя для Мо: 


НЯ Ав наз 2 


если 


РА. 
т 
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Такъ какъ 0’ не мфняеть своего знака, движене точки про- 
трессивное, т. е. идущее безъ остановокъ въ одну и ту же сторону. 
Вею окружность точка пробъгаеть по (44) и (45) за промежутокъ 
времени 


в 
В 

Ра —л —." 
у 9 ё У! — зв 


Займемся теперь опредфлешемъ величины реакщи окружно- 
сти на точку. Положимъ сначала, что связь позволяеть точкЪ 
приблизиться къ центру окружности: маятникъ представаяеть ©0- 
бою тяжелое тВло, подвьшенное на нити. Тогда’ уравнене связи 
по условшю 5 118 будетъ 


(46) 


Уравненя движен!я въ декартовыхъ координатахъ при вы- 
бранныхъ нами осяхъ напичиутся такъ: 


(47) 
ту’ & т —— 2%. 
Для опредфленя Х дифференцируемъ дважды уравнеше (46): 


а’ уу хе рута уу =0. 


Вставляя сюда изъ (47) и пользуясь равенствомъ (46), най- 
демъ для ^ выражене 


*—= а (чи). 

Реакш № по (30) $ 122 опредфлится изъ равенства: 
М=2АВ= т (ви). 

Замфняя г изъ интеграла живой силы (33), получаемъ: 


(8) ия 
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'Изъ (33) закаючаемъ, что веегда 
У>В. (49) 


Когда В > 0, то по (49) во все время движешя у > В В, а 


потому при В > 0, т. е. вогда маятникъ въ своихъ качашяхь не 
ставить нити горизонтально, А веегда положительно и сад. ($ 124) 
точка не можеть сойти со связи; другими словами нить всегда 
натянута. * 


Когда В 0, но Е В> В, уровень у= 3 В (Фиг. 63) пе- 


ресвкаеть окружность въ точкахъ Ри Р,. Лишь только тяжелая 
точка въ своемъ движеши дойдеть до одной изъ этихъ точекъ, ^ 
обращается въ нуль и затВмъ становится отрицательнымъ, сл$д. 
здЪеь нить ослабляется, точка сходить со связи и падаеть по па- 
раболв РФ, пока въ точкЪ © снова не придеть на связь. 


Когда В < 0 и при томь з В Е, уровень у=— ЗВ про- 


ходить выше окружности, сл$д. у воегда больше Е В, а потому 
по (48) во все время движешя нить натянута. 

Если окружноеть позволяеть точкф произвольно удалиться 
оть центра тяжелая точка катится по обручу то уравнене связи 
по условю $ 118 будеть: 

я-и— > 0; 
а потому новыя уравнешя движен!я: 
та" = 22; 


ту" — то 2^у; 


ИР ЛИТ Ру 


ЗПАРЧУРТРТЕ РУЗ УОУТ? 
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отличаются оть (47) аишь знакомъ при 7. Дая этого множителя 
мы найдемъ теперь выражение: 


2 (28) =») 


Движеше точки по связи возможно только въ томъ случа, 
когда соблюдено услове 


но цо (49) В<уи, кромЪ тото, по (33) веегда у > — К, сябд. 3 8 


должно быть > — В. Уровень у — а В пересфкаеть тогда окруж- 


ноеть (Фиг. 64) въ точкахъ ©@ и ©,. Движеше возможно лишь по 
дуг сегмента 0СО,. Въ точкахь О и 0,, если скорость напраз- 
лена книзу, тяжелая точка сходить со связи и падаеть по пара- 
болв. Во всякихъ другихъ положешяхъ не на дугз 0С0, и при 
всякихъ иныхъ начальныхъ услошяхъ (другомъ В) тяжелая точка 
немедленно оставляеть связь. 


ГЛАВА ХУИ 


Движен1е точки по связи сь трешемъ. 


137. Законы трея. До сихъ поръ мы принимали, что связь 
оказываеть Е по дифференщальному параметру перваго по- 
рядка ($122); эта реакщя впоанф опредфаяется, когда намъ дано 
аналитическое уравнене связи. Но можеть случиться, что связь 
оказываеть реакцио на метеральную точку и въ плоскости, пер- 
пендикулярной къ дифференщальному параметру; тогда законы, 
‘управляюще такою реакщею, не могуть быть найдены только изъ 
аналитической формы связи, а должны быть опредфаены изъ дру- 
гихьъ источниковъ, напр. при помощи пнаблюдешй и опыта— дру- 
гими словами, реакции такого рода предетаваяютъ собою, соботвенно 
говоря, заданныя силы, Къ нимъ принадлежить и такъ называе- 
мая сила трен!я. 

Законы трешя относятся къ заимодЪйствю двухъ тёть, ео- 
прикасающихся другъ еъ другомъ и движущихся другь относи- 
тельно друга; принимая, что матерфальная точка представляеть со- 
бою весьма малое тфао, мы можемъ результаты опытовъ надъ тру- 
щимися тБлами приложить и къ матеральной точк%. 

Когда движеше точки по данной поверхности или лини 60- 
провождается трешемтъ, то поверхность или лия называются ше- 
роховатыми, 

Законы трешя для движешя матеральной точки по непод- 
вижной шероховатой поверхности сафдующие: 

1) Сила трея направлена прямо противоположно скорости 
точки. 

2) Величина силы трешя равняется АХ, гдЪ № н»которая по- 
стоянная, называемая коеффиц!ентомъ трен1я, а № абео- 
лютная величина нормальной реакщи поверхности. 

3) Когда точка находится на поверхности въ покоф, сила 
тренйя равняется абсолютной величин$ проекщи равнодъйствующей 
силъ, приложенныхъ къ точкЪ, на касательную къ поверхности 
плоскость и направлена прямо противоположно этой проекщи; но 
по своей величин сила трешя не можеть превышать #, №, гдЪ №, 


РОИА РИТА УЧЕТ ТИТ 
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ифкоторая постоянная, называемая коеффицентомъ стати- 
ческаго трен1я, а № Щаы реакщя связи. 

Вообще говоря, &, > &. 

Дая движен!я точки по шероховатой кривой предъидуще за- 
коны измфиятся такъ: 

1) Сила тренйя всегда направлена по касательной къ кривой 
прямопротивоположно скорости точки. 

2) По своей величин сила трешя равняется №, гдЪ ® коеф- 
фищенть тренйя, а № абсолютная величина нормальной реакщи 
кривой. 

3) Когда точка находится въ покоф на кривой, то сила тре- 
ня равна и прямопротивоположна проекц!и равнодфйствующей силъ, 
приложенных къ точкв, на касательную къ кривой, но не можеть 
быть больше, чёмъ Ё,М№, гдв А, коеффищенть статическаго трен!я, 
а № абсолютная величина реакщи. 


138. Дифференщальныя уравненя движен!я точни по шероховатой 
поверхности. Пусть уравнене данной поверхности 


Кг, у, =) =0. (1) 


Тогда по $5 126 и 137 уравненя движеня точки массы т 
въ декартовыхъ координатахъ будутъ: 


Зара 2 
тих = Аа; 
ту Ух ва (2) 
к т’ = #7. Г вм 


Здъеь А коеффищенть тревшя, = ух? и”? прочая 
обозначешя ть же, что и въ формулахъ (2) главы ХУ. Знакъ при 
* противоположенъ знаку у Л. 

ели же отнести уравненя движеня къ подвижнымъ осямъ 
формулъ (11) главы ХУ, то при тЬхъ же обозначешяхъ получимъ 


м. р : 
т, = Кев(Е, Т)-5ЬМ; 


т 


р 
В 


Е со Е,п) №; (3) 


=т = Реоз (Е, т). 


И здесь знакъ при /^ противоположенъ знаку реакщи М. 


ЧЕВУ т 


118 ДВИЖЕНИЕ ТОЧКИ СЪ ТРЕНТЕМЪ. гл. хуи $ 189. 


139. Движенге тяжелой точни по шероховатой наклонной плос- 
кости. Возьмемъ начало координать на данной плоскости, ‘накло- 
ненной подъ угломъ +] къ горизонтааьной. Направимъ 0х гори- 
зонтально по той же плоскости, а (у проведемъ книзу по лини 
тлавнаго ската, т. е. перпендикулярно къ линямъ пересфче- 
я данной плоскости горизонтальными. Раземотримъ движеше тя- 
желой точки по взнтой наклонной плоскости, предполагая, что 
поелфдняя шероховата. При выбранныхъ осяхъ уравнеше плоско- 
сти будетъ: 


2=0 (4) 


Уравненя движения по (2) и (4) напишутея такъ: 2 


ту” — та т 7 — КА 


(5) 


тг’ = 0— — теж --^. 


Ог направлена по нормали къ плоскости кверху; 0 ускореше тя- 
жести. 


Изъ посяфдняго уравневя (5) находимъ 


\ —=т9 с08 7. . 

Подетаваяя въ первыя два уравнешя (5) и сокращая на 
масеу, имфемъ, 

% 19 во 7 _, 

Е 


‚ з №0 605-71, 
У от — у. 
ы 


Для сокращешя полагаемъ: 
т 7 =; #9 08 7 = КЗ; (6) 
откуда 
К — Е со. (7) 
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При такихъ обозначешяхь уравнешя движен!я перенишутся 
слЪдующимъ образомъ: 


ь (8) 
и=:(1—к г. 


Означимъ черезъ ф уголь скорости о съ Ох, т. е. положимъ: 


‚ Вт ь 
# = р == 1008$; У’ = уе. (9) 
Тогда окажется 
Е 05 9—0 58 4, 
2” = р 59 0; 


„__ @ т 4. 
У — "908; 
Подетаваян отсюда въ (8), найдемъ 


и 608 ф— изт В — А+ 608$; 
@ $ аи {60$ $; 


@ . 4 
ар "9 рее = =+4( — К). 


Опредъляемъ производныя и ый 
@ ее. 
дь=— Аут; 
(10). 
4 
9: = 1608$. 


Изъ этихъ уравнений выводимъ: 


— = (< — К ес $) 4$. 
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Интегрируя, находимъ: 


100е = 09 с085-- К№9 9 (1 - >С, 


тдВ С произвольное постоянное, или 


Пусть 


тогда 


ое (1+) = с (и Ча"). 


Изъ (13) вытекаетъ: 
Е 20`. 
1-12’ 


поэтому для опредфленя & по (10) имфемъ уравнеше 


= 


га С к 
. = — (1-12), 
тер т Е) 


и елВдовательно: 


тдЪ # произвольная постоянная. 


(11) 


(12) 


(18) 


(14) 


(15) 


(16) 
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Чтобы окончить задачу, остается еще найти хи у какъ 
_ функщи оть 7. Изъ (9) и (10) имфемъ: 


Ко 

т е а) а; 
8 ОК 

Чу = и зт фа = — ы т 1—4); 


Отсюда, интегрируя, находимъ: 


2К- 
А т ); (17) 
ы 2-1 /’ 
р ко эк+2` 
Е, вЫ, } (18) 
ы я 1 \2К—2 22 / 


тд =, и у, постоянныя произвольныя. 
Пуеть постоянная К, равная № с0#9.7 по (7), больше единицы: 


К>1. (19) 


Тогда видимъ, что г по (14) обращается въ нуль для 1—0. 
Случится это по (16) въ моменть #—, когда точка придеть въ 
положеше 2—2, у=у, но (17) и (18). Нормальная реакщя связи 
№ по (5) равняется тдсоз, а проекщя равнодЪйствующей на 
плоскость равна 0 3» «7, сад. отношеше 


тузт.7 эх 
\-=7<ь 


по (19); а потому движущаяся точка въ положени (2, у,) останется 
въ покоф ($ 137) и слфд. въ моменть {—( движеше прюстано-” 
витея. . 


Еели 
< 1 
р 4. 5’ 


то дая 1—0 находимъ { ==, но #==,;; вафд. движене не пре- 
кращаетея, но траекторя имЪфеть асимитоту, параллельную Оу. 
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Наконець, при услови 


>^, 

2 
движене происходить безостановочно и траектор!я асимптоты не 
имъетъ. 


140. Движене точки по шероховатой поверхности по инерщи. 
Положимъ, что матеральная точка движется по шероховатой по- 
верхности безъ приложенныхь силь. Примфняя сюда уравненя 
типа (3), находимь: 


Че 
#__ 


6, 


Послднее уравненше опредфляеть собою траектор!ю: она ока- 
зывается геодезическою лишею, какъ и дзя поверхности гладкой. 
Исключая изъ первыхъ двухъ уравнен!й реакцию №, имфемъ: 


@ № 


агат 


Замфчаемъ, что #4 — 45, если 45 элементь дуги траектории; 
олд. 


Отеюда, интегрируя: 


гдЪ С произвольная постоянная. Иначе 


2% Га 
ме 


если ", начальная скорость, соотв®тотвующая дуг 5%. 


141. Дифференщальныя уравненя движеня точни по шерохова- 
той кривой. Возьмемъ дифференщаяьныя уравнешя движения точки 


Прочее ЗАРИ 
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по кривой въ формф (10) $132; тогда по $ 187 при прежнихъ 
обозначешяхь найдемъ: 


т ы Ревз (РТ), 
я . еоз( Кв) Маз (№); (20) 


0— Роз (Ён) -- Мез (Мн). 


Знакъ у ^ противоположенъ знаку при №. 

Когда кривая плоская и сила Ё лежить въ той же плоско- 
сти, послфднее изъ уравнешй (20) показываетъ, что вся реакщя 
направлена по радусу кривизны р. 


142. Движене тяжелой точки по вертикальной шероховатой цик- 
лоидф. Пусть тяжелая точка движется по вертикальной шерохо- 
ховатой циклоидВ, обращенной вершиною книзу. При соотвЪт- 
ственно выбранныхъ осяхъ уравнене циклоиды по (16) $ 184 мо- 
жемъ написать такЪ: 


2—8 (245% 24); 
у=В (1 0052$); 


если въ формулахъ (16) $ 134 положимъ ® —= 24.  Паралаельно съ 
этимъ изъ того же 5 134 имбемь выражешя 


$—4Азт ф; р—4В 008}; (21) 


здфеь р рамусь кривизны, а $ длина дуги, считаемая оть вер- 
шины, т. е, самой нижней точки кривой. 

Предположимъ, что движеше точки началось изъ состоянёя 
покоя; тогда проекщя скорости ® на касательную въ сторону дви- 


женя (книзу) будеть — г ‚ такъ какъ дуга з убываетъ, а потому 


4 428 „ 
га 8 


(22) 
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Здьсь 9 ускореше тяжести, ЕЕ, 


Исключая изъ (22) реакцию К, получаемъ: 


и -9(5тф К с08). 


Ветавляемъ сюда значешя для $ и р изъ (21) и полагаем 
&=4^. 
Въ такомъ случаЪ имфемъ: 


Е: Ами. 


Вводимъ новую перемфнную т, принимая 
Ф=ф— № (24) 


тогда по раздфлен!и на с0з ^ легко приведемъ предъидущее урав- 
неше къ виду: 


— 008. ФЕ зтф. К. 9’ зтф. 9? 26059. ф?— зтф.ф? = 


= -1 эт 
— ЗВ "№ 
5 
Умножаемъ обф части уравнешя нае ; видимъ, что оно 
можеть быть преобразовано такъ: 
@ё/-№ РЁ —в. 
ав (е ине зт ф = 0. 
Общий интегралъ этого уравнен!я легко находится въ вид: 


—№ 
в зтф = А с0з (1-1 В), 


тд Аи В поетоянныя произвольныя, а 


ан 7 25 
1 Зоя | Н- (25) 
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Такъ какъ по условшо въ начальный моменть (!=0) точка 
была въ поков ($ —0), то постоянная В—0; и слЪд. интегралъ 
въ окончательной формЪ: 


е ‘я ф= 4008. 


По истечени времени 


: вы | 


точка придегь въ положеше ф=—0 ео скоростью $'— Ау: Такъ 
какъ промежутокъ 7 не зависить оть начальныхъ услов!, дви- 
жене обладаетъ свойствомь таутохронности. Замфтимъ, что 
въ положении ф-==0 тяжелая точка на кривой можеть быть въ 
равновзеи. На самомъ дЬлЪ тогда ф = по (24), и сяЪд. № по (22) 
равняется 70005», такъ какъ о —=0; проекщя равнодЪйствующей. № 
на касательную 7 выражается такъ: 


Есоз (Е Т) = тдзт {ф = таз ^. 
‚А потому отношеше 


Ре (РТ) о 
м =МА=А, 


т, е, услове $ 187 выполняется, 


ГЛАВА ХУШ. 


Относительное движене матер{альной точки. 


143. Дифференшальныя уравненя относительнаго движеня ма- 
тер!альной точки. Положимъ, что разсматриваемая матеральная 
точка т движется одновременно въ двухъ средахъ 5 и », и пусть 
намъ дано движене У въ &, тогда движене т въ Х называется 
относительнымъ ($ 79). Въ $ 79 было показано, какъ это движеше 
находится, если извфстны движен!я абсолютное и переносное. Но 
можно также и непосредственно опредфлить относительное движеше 
интегрировашемъ дифференщальныхь уравнен!й для этого движешя. 
Чтобы составить эти уравненя, припомнимъ, что положен!е точки 
т въ ередё У опредъляется поередотвомъ координатъ &, 1, © ($ 79), 
взятыхъ относительно осей АС неизмЪнно съ тфломъ У евязан- 
ныхъ; елфд. искомыя уравнешя будуть содержать въ себЪ ©, т, С, 
какъ неизвфетныя функцщ!и времени. По теоремь Королиса ($ 81) 
ускореше относительное и такъ связано съ ускорешями абсолют- 
нымъ о, переноснымъ № и поворотнымъ 7: 


(и) = (5) — (№) (*). (1) 
Отанемъ проектировать эти векторы на АЁ. Тогда по (6) $81: 
ив (и) = 


Если проекщи равнодЪйствующей силъ, приложенныхъ къ т, 
на ови Аб означимъ соотвЪтотвенно Я, У, 7, то по второму за- 
кону Ньютона, имфемъ 


гдь т маеса точки. 
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Переносное ускореше по опредваению представаяеть ©0бою 
ускореше той точки твердаго твла У, которая въ разематриваемый 
‘моменть совпадаеть съ движущеюся, слЪд. проекщи этого уеко- 
решя найдутся изъ (4) $ 77: 

го сов (ша а’ — щи" вы -Р а - ЕО) — 9, 
если проекщи поступательнаго ускорешя на оси АС овначимь 
для сокращеншя черезъ я, а', а". 
Наконець ускорене поворотное по $ 81 даеть проекцию: 
со (Е = 2 (1"— 9). 
Собирая все вышесказанное, ‘по (1) находимь: 


„_1 = . , , 
УЕ а ии р -ра о Е 2" 69. ©) 


Сюда присоединяются еще два уравнешя: 


Па Баия; 
(2) 
1 


фа Раю 


12). 


т 


Полученныя равенства (2) и представаяють с0бою искомыя 
дифференшальныя уравнешя относительнаго движешя свободной 
матеральной точки. 


Ели точка не свободна, а лежитъ на связи: 
И д=0, (8) 
то уравнешя (2) по $ 123 перейдутъ въ слфдующя: 


1 > ‚ > р ый - 0) 

= ба ми ра" —59) Е. 
1 И р , 9% 

"= — 2—0’ о | "= Е . 

у а Е хо 


Интегрироване этихъ уравненй ведется премомъ, указан- 
нымъ въ $ 123. Для искаючешя неизвестной функщи » придется 
воспользоваться равенствомъ 


ФРИ: Е 


= 54 О-В. =0, 
ав 5 5 »/ 
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куда надо вставить значешя {, ы (’, изъ (4); тогда’ и найдется 
какъ функщя аргументов &, $, и, С, 9,1’; С. 
Когда связей не одна, а двЪ: 
бр =; д =0, 
то къ правымъ частямъ уравнешй (4) присоединятся члены 


9/, ‚А # 
Е ву з 


исключене множителей ^, и ^ надо едфлать по прему $ 125. 


144, Интегралъ, производный отъ интеграла живой силы. Пусть 
вилы, приложенныя къ точкЪ, имфютъ потенщалъ, т. е. 


__ 96 


и! 


а переносное движеше сводится къ постоянному вращен! ю 
около оси, не изм няющей своего положешя въ тфав и дви- 
жущейся безъ ускорен!я; въ такомъ случаЪ для уравненй (4), 
если связь явно не содержитъ времени: 


—=0, (5) 


можно получить интегралъ, аналогичный интегралу живой силы. 
Выбираемъ поаюсь А на оси вращешя; тогда по условию: 


ии — 9520. 


Дал\е у, 4, ”, ® постоянны; поэтому 


=0. 


Умножаемъ уравнешя (4) соотвфтетвенно на 7,1, С’ и екала- 
дываемъ: 


„ рт я 90, р 90 90, 
Нет Нееи (Ей 0 и +6) = 
(Ее о) -РеЕРт-С О 

Ри, Е, 
х (а -+- ей 
( Ти ) 


ПЧ РРР 


В ола ла Аа ла оао 
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Коеффищенть при ^ обращается въ нуль вЪ силу соотношеня 
между относительными скоростями: 


еее КА: 
ЧР Г ые ЕР | 1 0 
И 91 % 0 


и условя (5), остальные же члены предотавяяють собою полныя 
производныя по времени: 


а1 Е а1. 140 
Й | с 2 18 
а За аа: 
ег Е | „6 
Ноа ее ак (6) 


Ели замЪтимъ, что 
2—9 003 (05); ч=0 003 (01); ‚=0 (00; 
{= реоз (рЁ); == реоз (рт); 


то легко видфть, что 


СЕР) — ЕЕК = 02 ря 


(20). 


Интегрируя (6), и опредфлимъ искомое выражение: 
о — р 5 (05 -= Ой, (7) 
тд / произвольная постоянная. 


145. Движене тяжелой точки по отношеню къ вращающейся 
землф. Въ видф примфра раземотримъ движеше тяжелой матер!- 
альной точки по отношешю къ вращающейся земаф. Ускореше у, 
сообщаемое точкв притяжешемъ земли, мы принимаемъ за по- 
стоянное относительно подвижных осей А. Начало этихъ 
осей взято въ томъ мфетв земной поверхности, близъ котораго 
происходить движеше; въ большинствь случаевъ мы будемъ по- 
плагать, что А совпадаегь съ начальнымь положешемь точки. 
Сами же оси неизмЪфнно связаны съ землею. 

По формуль (1) ускореше относительное и разематриваемой 
тяжелой точки такъ выражается черезъ ускореше абсолютное и, 


. переноеное ю и поворотное А: 


(=) (0 Г. (8) 
9 
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Проекщями вектора и на оси АНИ служать соотвфтетвенно 
количества: 
х, 


ет, С. (9) 


Ускореше абсолютное © тяжелой точки слагается изъ 
двухъ: ускорешя тяжести 9, паправаеннаго къ центру земли, если 
землю примемъ за однородную сферу, и ускорешя, зависящаго 
оть притяжен!я точки солнцемъ по Ньютонову закону, равнаго 


2 М 
а ' (10) 


направленнаго къ центру солнца, если и солнце будемъ считать 
однородною еферою. Здесь № масса солнца, 4 разстояше оть тя- 
желой точки до солнечнаго центра, а = постоянная, равная силв 
притяжешя между двумя массами по одному грамму, находящимися 
другъ оть друга на разстояни, равномъ одному сантиметру. Та- 
кимтъ образомъ 


2мМ 
9=ю+ (2), и) 
а проекщи © на оси АЗ будуть соотвфтетвенно: 
9608 (9=) — = ы с08 (42), @ соз (т) — =? СМ ин (а3), 
деве (О, (12) 


если направаеше 4 идетъ отъ солнца къ точк$. 


Переноеное ускореше № (5$ 76 и 77) слагается изъ трехъ 
ускорешй: поступательнаго, вращательнаго и центро- 
стремительнаго. 


Еели бы мы за полюсъ взяли центръ земли, то полное дви- 
жене земли слагалось бы изъ поступательнаго движен!я съ уско- 
решемъ, зависящемъ оть притяжешя земли солнцемъ, и изъ по- 
стояннаго вращешя съ угловою скоростью © около оси, идущей 
оть сЪвернаго полюса къ южному. Явлешя прецесён и нутащи 
въ разечеть не принимаются. Постоянная угловая скорость © 
равна ($ 81) 


1 


0,0000729—————. 
сек. ср. вр. 
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Въ виду малости ©) мы будемъ пренебрегать членами, зави- 
сящими оть 0, если только коеффищенть при нихъ не очень 
великъ, напр. не содержитъ радтуса земли. 


Вышеупомянутое ускореше поступательнаго движешя при 
нашихъ предположеняху (земля и солнце однородныя сферы) пред- 
ставится такъ: 


(13) 


гдь М по прежнему масса солнца, а 1) разстояне между центрами 
солнца и земли. Ускорешо (18) направлено оть земли къ солнцу. 
Проекщи его на оси А будутъ: 


енто. — @4 


если направлеше Г) идетъ отъ солнца къ землв. 


Но мы за полюсъ беремъ не центръ земли, а точку 4; при 
этомъ ($ 68) величина и направлен вектора 6% не измфнятся, но 
поступательная часть движения станетъ иною. Для нахожденя по- 
ступательнаго ускорешя при полюс, выбранномъ въ точкВ А, 
необходимо къ ускореншю (18) прибавить геометрически то уско- 
ренйе, которое имфеть точка А въ своемь вращательномъ 
движени вокругъ прежняго полюса, центра земли. Это добавочное 
ускореше въ свою очередь слагается изъ двухъ: вращательнаго и 
центростремительнаго. Первое, вращательное, равно нулю, такъ 
какъ векторь © мы считаемъ постояннымъ, а второе равпо ©2$, 
тд 6 разетояне точки А оть земной оси; направлеше @ идетъ 
отъь точки А къ оси. Такимъ образомъ, при полюс въ 4 поступа- 
тельное ускорене равно геометрической сумм 


(2 т). + (@26) (15) 


и имфеть своими проекщями на оси АС слфдуюция выраженя: 


= — воз (ТЕ), Тоту, — = 


‹ 


— 22 а сов (05) -! 


1 сон, ен ( РН) -- 0 вен (1), 


= рен) | 026 608(80). (16) 


Полное переносное ускорене и получитея изъ (15), если мы 
прибавимъ сюда геометрически еще ускорешя вращательное и 
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центростремительное той точки, неизмфнно связанной ©ъ землею, 
которая въ данный моменть совпадаеть съ разсматриваемою тя- 
желою точкою. При подчислен!и названныхъ ускорен!й надо пом- 
нить, что мгновенная ось проходить черезъ полюеъ 4; поэтому 
въ виду постоянства О и малости численной величины этого 
вектора оба добавочныя ускорешя обращаются въ нуль, и слёд, 
въ нашей степени приближеня выражеше (15) даеть полную ве- 
личиву всего ускоремя переноснаго. ` 

Наконецъ по (10) $ 51 проекши ускорешя поворотнаго 
№ будуть 


2" 59), 2-Е»), 24 —тъ). (17) 


Теперь вмЪето (8) имфемъ: 
: М М ня 
(Е (2 а) (= т) (Ав. (18) 


Въ виду громадности разстояня солнца оть земли въ ерав- 
неши съ земнымъ ражусомъ мы принимаемь, что ускореня (10) 
и (13) равны по величин и одинаково направлены, слфд. второй 
и трет члепы правой части геометрическаго равенства (18) вза- 
имно сокращаются. 

Принимая въ соображене все вышесказанное, а также фор- 
мулы (12), (16) и (17), пишемъ по (18) уравненя относительнаго 
движеня тяжелой точки въ такомъ вид: 


Е — 905 (9) — 92$ 008(85) — 2(( 4-1”); 
1'=9605(91) — 26 00$ (61) —2(Ё*— (р); (19) 
(=4008(9 6) — 928 08 (8 0) —2(тр— 4). 


Здъеь, по условю, изъ вовхъ членовъ, содержавшихъ ©, 
сохранены лишь ть, при которыхъ стоить множитель $, такь какъ 
разетояне 6 при низкихъ широтахъ сравнимо съ радусомъ эква- 
тора. 

Раземотримъ векторъ (’— геометрическую разность вектора 0 
и вектора 026, идущаго къ земной оси. Иначе этоть векторъь ( 
(Фиг. 65) равенъ геометрической сумм$ векторовъ 9 и 02$, если по- 
слфднему дадимъ направлеше отъь земной оси (ускорене центро- 
бЪжное). Очевидно, векторъ С предетаваяеть собою видимое 
(наблюдаемое) ускорен!е вфса на земной поверхности; направ- 


лене (’ совпадаеть съ направаешемъ отвфса въ разсматриваемомъ 
мфетв. 


ПУ РУ Р 
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Оставивъ прежнее начало А, замнимъ оси Аи осями АХ УХ, 
причемъ направимъь 4 (Фиг. 85) прямопротивоположно ( (къ 
зениту); ось АХ пусть идеть въ плоскости мерижана къ югу; 
тогда АУ будеть направаена къ западу. Уголъ оси АЙ еъ паоскостью 


земного экватора называется астрономическою широтою 
мфета №; означимъ эту широту черезъ Л. Такъ какъ ось земли 
идеть оть еЪвернаго полюса \ (Фиг. 65) къ южному 5 и лежить 
въ плоскости мерищана (плоскости чертежа), то, очевидно, она об- 


разуеть съ АЙ уголь ы ЧА и сад. 


р—= © 005 А; а= 0; = — ОзмлА. 
Поэтому для новыхъ овей АЙУХ уравнешя (9) перепишутея 
такъ: 
2’ — —2у'ОзтА; 
у’ —=2а'ОзтА-- 22 0 оз А; 
#—=— 6 — 3! 908 А. (20) 


Это и будуть уравневйя относительнаго движеня тяжелой 
точки при нашихъ допущешяхъ. 
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Выводя уравнешя (20), мы пренебрегали членами, завися- 
щими оть 0; съ тою же степенью точноети мы можемъ прим$- 
нить для интегрированя этихъ уравнешй сяёдующий премъ. Каж- 
дая часть уравненйй (20) предетаваяетъ собою полную производную 
‘по времени. Интегрируя и обозначая начальныя скорости по осямъ 
для #—0 черезъ 2’, у’, 20’, получаемь: 


2’ = 20 — 20 зт А; 
у = — 220 зт № -- 220 соз №; 
=' = 2%’ — 6! — 20 с03 М. 


Начальное положене точки взято въ началф координать о: 
20 == % == =0. 


Подставляя найденныя значешя дая 2’, у', г’въ уравнены (20) 
и пренебрегая членами съ ©, имфемъ: 


а’ — — 20а А; 
У = 26Ю ов -|- 220 т А 22/0 ев А; 
"=— 6 340 63 №. 


Интегрироване этихъ уравнешй даетъ непосредственно: 


1—2 1— у Озт АВ; 
; с т , ь 
у=у з ВО сз А — (1 т Ао 608 №) ОВ; (21) 


а — 2 — ус АР. 


Какъ видимъ, ускореше по вертикали 
б-- 29 8 А 


зависитъ отъ начальных ‘условий. 

Въ общемъ случа траектор!я кривая не плоская. 

Когда точка падаеть безъ начальной скорости: 2.’ — у» = 
—4'=0, уравнешя (21) даютъ: 
се 


в, 
&=0; у=- з бажАв; = я 


РИА ЛОРИ ИЕ ТУ 
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Траекторйя лежить въ плоскости, перпендикулярной къ ме- 
ридану. Точка падаеть не по вертикали, а даеть уклонеше къ 
востоку (у< 0). 

Когда точка брошена вертикально кверху: %0 = 2% = 0, 
20 = > 0; изъ (21) имфемъ: 


}. 23 
ао: = (- 91) бежлв; #=и!-— @ =. 


Движеше въ плоскости. перпендикулярной къ меридану. 
и 
Точка останавливается въ моменть & —=— г и тогда замфчается 


' ; 2 из 
уклонеше къ западу: и: = 5 ох О созЛ. Точка снова падаетъ на 


2 
горизонтальную плоскость 2 —0 въ моментъ & = еъ укаоне- 


емъ къ западу: 


146. Маятникъ Фуко. Задача о маятникЪ Фуко въ первомъ 
‘приближен!и можеть быть формулирована такъ: опредфлить отно- 
сительное движеше тяжелой точки по сфер, неизмфнно связанной 
съ вращающеюся землею. Беремь оси тв же, что и въ предъиду- 
‘щемъ параграфЪ; пусть тогда уравнеше связи будетъ: 


й— 2 — ум — 1—0. 


Пользуясь уравнешями (4), находимъ въ нашемъ случаЪ та- 
кя приближенныя уравнен!я относительнаго движен!я: 


2’ = ЗуОзтА 22; 
= 22/0 зт М 22.0 с08 А — 29; (22) 
и 6 —ЗбомА— Эм, 


Степень точности у нихъ та же, что и для уравнен!й (20). 


Если умножить уравненйя (22) соотвЪтетвенно на 2’, у, #' и 
сложить, то получимъ 


м) =—.@:'; 


. та 
М Е ры 
ва нуу Е = др ( 
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откуда, интегрируя: 
и? —2й _26:, (23) 
гдф / произвольное постоянное. 
Очевидно, равенство (28) представляеть собою ничто инов, 
какъ интегралъ (7), въ которомъь по принятому нами въ $ 145 
условю опущенъ членъ, зависяпий отъ &?. 


Умножая первое изъ уравненйй (12) на у, а второе нах и 
вычитая, легко находимъ: 


2/’— уз’ — 20 зт М (ах' | уу) 20 00$ Аг". ^ (24) 
Вводимъ полярныя координаты, полагая 
2 — реф; у=рат$; г = УР р, (25) 


Допустимъ, что уклонешя маятника оть вертикали настолько 
малы, что мы можемъ пренебречь высшими степенями радуса- 
вектора р. Тогда изъ (25) 


= (@— = Те Ч» #= т я (26) 
= р")? = 51; =. 
Подставляя изъ (25) и (26) въ интегралъ (23), получимъ: 


(1+ ее) ме -- 28 (1— 1) 


# 
или, если пренебрежемъ 5 передъ единицею: 
РНЕ @ : 
ВЕРН — тр, (27) 
если 
Н=и-{ 64. 


Подобнымъ образомъ выражеше (24) даетъ 


и — 20 5% Аро' 2 ыы 608 А с0з фор". 
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Отбрасывая послфдый чаенъ, имфемъ: 
@з, В й 
т (Ау) = 29 и Аро', 
откуда, интегрируя: 
2 =@ т №? С, (28) 


тдв С постоянная произвольная. 


Отнесемъ движеше точки №, проекщи тяжелой точки, на 
плоскость ХОУ, къ подвижнымъ осямъ САВ (Фиг. 66), вращаю- 
щимся равномфрно около А съ угловою скоростью ОзтА оть юга 
къ западу; тогда 

ВАХ == т А .#-|- Г, 


тд Г н8которая постоянная. 


Фиг 66. 


Если уголь МАВ назовемъ 0, то, такъ какъ 2 МАХ —, 
имемтъ: 
6--у= озыл. ЕЁ (29) 
Дифференцируя, найдемъ: 
иЕф =езнА. (30) 
Подставаяя отсюда въ (28), получимъ: 
2'=—С=0; (31) 


С' новое обозначене постоянной произвольной. 
Интегралъ живой силы (27) теперь приметь видъ: 


23-263 — 20 т 6" 0 зы ^)=2Н — - # 
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или, если воспользуемся равенствомъ (31): 


+ 2208 —Н, — №2, (82) 


тдВ 
Н.=Н-- С @зтА; = г | 98 зи? А. 


Сравнивая интегралы (31) и (32) съ формулами (3) и (4) 
$ 115, видимъ, что точка М на подвижной плоскости АСВ опи- 
сываетъ центральную орбиту, соотвЪтетвующую силовой функщи 


Ир. 


По (23) $ 111 эта точка находится подъ дйствйемъь силы 
притяжешя къ центру А прямопропорцюнально разетоявю. Мы 
знаемъ ($ 101), что орбитою будеть эллипеь еъ центромъ въ 
точкВ А. Произвольною постоянною Г’ можно веегда распорядиться 
такъ, чтобы координатныя оси ВАС’ совпали съ осями элаипеа 
(Фиг. 66). 

Въ частномъ случаф, когда 65’ —0, т. е. по (20): 


{= Оз, 


эллипсъ обращается въ отрзокъ прямой: 0 — 0754, 
Если точка М въ начальный моменть была въ относитель- 
номъ покоЪ, т. е. 
Ч =0; ру =0; 
тогда постоянныя интеграловъ (81) и (32) опредваятся такъ: 
С =0.5тА. ро; 2Н, — #007 | ро? за Л. 
Интеграль живой силы по исключени @’ легко приводитея 
къ виду: 
РР — 2) р, 
если 
ОзтА 
р 


Отсюда заключаемъ, что дая разсматриваемаго случая шах!- 
шиш и шепот р или, что тоже, полуосями эллииса служать 


ОзжА 
О ть 


ГЛАВА ХХ. 


Мгновенныя силы. Ударъ точки © связь. 


147. Импульсъ силы. Возьмемъ дифференщальныя уравнешя 
движешя матеральной точки, находящейся подъ дьйстнемъ силы 
Е(Х, У,2): 


тз’ = Х; ту’ — У; тг’ =. 


Проинтегрируемъ эти равенства по времени между предфлами 
+—В и (— 6 тогда получимъ: 


та’ — тж = [ хав 
ь 
# 


ту — ту Г УаЕ (1) 


ь 


: 
тг” — таб! = Гм 
ь 
ТДЬ 20,0, 20 скорости точки въ моменть &,. 


Если движеше точки т намъ дано, то Х, У, И представая- 
ють собою извЪетныя функщи врэмени; тогда в опредфленные ин- 
тегралы, стояние въ правыхъ частяхъ равенствъ (1), могутъ быть 
найдены какъ функщи оть времени. Векторъь -, координаты ко- 
тораго равняются вышеупомянутымъ ивтеграламъ, носитъ назване 
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импульса силы Е за промежутокъ времени отъ мо- 
мента #, до момента 2. По сдфланному опредёлен!ю: 


|: — 4 с0з (72) = | Ха 
ь 
# 
= 7 вв (у) = [ Уаё (2) 


ь 


+ 
7. = с08 (г) = т АИ. 
® 


Отеюда видимъ, что иначе мы могли бы опредфлить импульсть 
какъ векторъ-интегралъ по времени оть вектора силы ($ 34). 


‚ Вообще говоря, направаеше импульса отлично отъ направае- 
я силы; но, если сила постоянна по направлен! ю, то на- 
правлен!я импульса и силы совпадаютъ. Дфйствительно, пусть 


Х= Ра; У= В; == 


а, }, 7 постоянныя величины. 
Тогда по (2): 
”. 1 
„7. = 4 с0з (72) = ‚Гете 
[4 
+ 
54 608 (Ту) = В [ви 


ь 


О 
дент т № 
5 


1 
2 
г ]ви] 
ь 


Отеюда выводимъ: 


. 


ое а 


| 
. 
. 
- 
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и слвд. 
СА 


60$ (Ч =)= т 


—=@ = 605 (Е); 
608 (Ти) = с == 08 (Еу; 


608 (72) = ы: == 608 (2); 


что и доказываетъь вышесказанное. 


Каждую изъ координатъь импульса, напр. ./., можемъ ечи- 
тать импульсомъ соотвфтственной координаты силы, въ нашемъ 
случа, силы Х. 


Если означимъ черезъ |. и м количества движешя точки т 
въ моменты &% и # ($ 86) и замфтимъ, что 


эт" — и сов (иж); ту’ — м 608 (у); тг! = № 608 (№2); 
ту’ = Мы 608 (че); туо' — о с08 (рай); тео’ = о 608 (ое); 
то равенства (1) можемъ замфнить такими: 
| с05 (т) — о 08 (ше) == «7 с08 (2); 
14.08 (ру) — м 208 (ры) = 4 608 (7); 
№08 (2) — шо соз (дог) — 4 608 (+72). 
Отсюда вытекаетъ: 
(и) — (щи) —=(9): (3) 
т. е. геометрическое приращен!е количества движен!я 


за промежутокъ времени оть [, до { геометрически равняется 
импульсу силы за тоть же промежутокъ времени. 


148. Теорема лорда Кельвина. Составимь выражене для ра- 
боты силъ за нзкоторый промежутокъ времени черезъ ея импульсь. 
Съ этою цфлью возьмемъ равенства (1), умножимъ ихъ соотвфт- 
ственно на т’, у’, =’ и сложимъ; тогда поаучимъ: 


т (уе 2) тех Р-Р а) у Ня". 
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Если для момента # живую силу точки означимь черезъ 7, 
а скорость черезъ 9, то предъидущему равенству можемъ дать видъ: 


= 5 (вто -Нуу #20) = тен ). (4) 


Умножая (1) на 4%’, у’, 2’ и складывая, найдемъ: 


т (вто Ну" 220!) — т (оу во) ло Чу 920’. 


Еели и здфеь означимъ скорость точки и живую силу ея для 
момента #, черезъ и, и Т,, то можемъ написать: 


ое уу 20) — Е То соз (Тео). (5) 
Складывая (4) и (5), находимъ: 
т- тт {2008 (16) - о воз (Тео) . (6) 


Такъ какъ по закопу живой силы ($ 109) разноеть Т— То 
или приращеше живой силы за промежутокъ времени отъ & до # 
равняется работ равнодфйствующей за то же время, то правая 
часть выражешя (6) и ‘представляеть собою искомое выражеше 
этой работы черезъ соотвфтетвенный импульсъ. 


Равенство (6) было впервые получено лордомъ Кельвиномъ 
и словами можеть быть выражено такъ: работа силы за какой 
либо промежутокъь времени равняется импульсу силы за тоть же 
промежутокъ, умноженному на полусумму проекщй начальной и 
конечной скорости точки приложешя силы на направлеше им- 
пульса. 


149. Мгновенныя силы. До сихъ поръ мы разематривали лишь 
тая движешя, въ которыхъ скорость точки измфняеть свою ве- 
личину и свое направлеше сплошнымъ образомъ. Но иногда при- 
ходитея принимать въ разочеть и такя движешя, въ которыхт 
скорость точки измЪняется скачкомъ. Для того, чтобы и подобныя 
движешя подвести подъ общую механическую схему, мы вводимъ 
понят о такъ называемыхь мгновенныхъ силахъ. 

'Мгновенною называется сила, которая дЪйствуетъ въ 
течеше безконечно малаго промежутка времени, но 
имфеть безконечно большое напряжен!е, такъ что им- 
пульсъ ея за время дЬйствя оказывается величиною ко- 
нечною. 
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Посмотримъ, кавйя слЪдетвйя вытекаютъ изъ едзланнаго опре- 
двленя. 

Прежде всего замфтимъ, что эффектъ дЪйств1я мгно- 
венной силы на матеральную точку выразится въ мгновен- 
номъ конечномъ измфнен!и скорости точки. ДЪйстви- 
тельно по (1) и (2): 


ь 


и 


ту, ' — ту =. но У 


, 
ь 


тг, „в = | 2и—9.; 


ь 


(7) 


если мгновенная сила (Х, У, Й) начала дфйствовать въ моменть 
%, а кончила въ моменть # —=№--0, гдв @ безконечно малая; 
скорости со злачкомъ 0 относятся къ моменту &, а со значкомъ 1 
къ моменту &. Интегралы, стояпйе въ правыхъ частяхъ равен- 
ства (7), принимаютъ ‘неопредфленный видъ, такъ какъ подъ- 
интегральная функшя обращается въ безконечность, а предвлы 
безконечно близки, но по едфланиому нами условшю они конечны, 
слд. 

- (ть, — (то 


(7), 


ГД «7 конечно, что и подтверждаетъ сказанное выше, 

Однако, переместиться за время дЬйств!я мгновенной 
силы точка не успфетъ. Чтобы убфдиться въ этомъ, возьмемъ 
уравнешя (7) для верхняго пуедьла #, если К <Ё< В: 


й 


п’ —ти— Г ха 


6 


1 


ту’ — ту Г Уи; 
у ъ 


тг! — тг! = 
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здЪеь ‹ означаеть импульсъ мгновенной силы за промежутокъ 


оть & до г. Интегрируя предъидуция равенства между предфлами 
ки —Ь-- 0. получаемъ: 


9 
тя, —тжь — тт 0 = 7.’ ав 
® 
ь-9 
ту, — ти — ту’ 6 = [* 4; 
1 
9 
тг, — та, — тг! 0 — [га 
® 


Разсмотримъ первый изъ интеграловъ, стоящихъ въ правыхъ 
0-8 
частях: я „7„ 4. Мы можемъ по извфетной теоремЪ интегральнаго 
ь 
исчисления дать ему видъ: 
ыы 0 ь--9 
‚Ги = ори. знач. 7») Г ередя. знач. :/,')6; 
И у 


причемъ по условно среднее значеше 7,’ величина конечная. Тоже 
самое можемъ сказать и объ остальныхъ ‘интегралахъ. 


Полагая въ предфль 0 равнымъ нулю, находимъ: 


1, — 5; 4 


05 21 — 20; 
т. е. точка осталась на мфетф. 


Работа, совершенная мгновенною силою. имфеть конеч- 
ную величину, какъ это вытекаеть изъ тсоремы лорда Кель- 
вина (6) и сдЪланнаго нами услов!я о величин® импульса. 


Если одновременно съ мгновенною силою приложена къ мате- 
ральной точкВ и сила конечнато напряжешя, то импульсъ по- 
сяъдней за время дЪйств!я мгновенной будетъ безконечно малъ, и 
слвд. въ предяь исчезаеть. На самомъ дёлЪ, пусть сила (=, У, ) 
конечна; тогда для импульса ея по оси ОХ имфемъ выражеше: 
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и-9 
7 Ее ри. знач. 2). 0, 
р 


что въ предёлЪ обращается въ нуль. Сказанное справедливо и дая 
импульсовъ по двумъ другимъ осямъ. 


150. Ударъ матергальной точки о связь. Положимъ, что мате- 
`Мальная точка массы т подчинена неудерживающей связи: 


Е у, 5.920. 8) 
Пусть связь эта ослаблена ($ 118): 
Е(®, у, 00 


и точка движется, какъ свободная, сообразно съ такими уравне- 
шями движен!я: 


&—1, (0); у=№ (0; «=. (9) 


Тогда можетъ случиться, что точка снова придетъ на связь, 
т. е. въ н8который моментъ т координаты ея обратять л$вую 
часть выражешя (8) въ нуль. Условимся, что за начало временъ 
взять нами какой либо моментъ изъ того промежутка времени, 
когда точка двигалась, какъ свободная; тогда моментъ т прихода 
точки на связь, очевидно, найдется, если мы опредваимъ на- 
именьш!й положительный корень уравнешя 


ЕЕ, (0, №, (0, 0, =0. (10) 
Если такого корня не окажется, то, значить, во все свое 


дальнЪйшее движен!е точка никогда не ветрётитоя со связью. 


Но пусть корень т найденъ; тогда въ моменть т точка при- 
деть въ подожеше: 


201, (т); у ==, ($); го = ь (т), 
лежащее на связи (8), со скоростью го (хо’, У’, 20’), вели. 


= 60 608 (во, 2) == И (т); у ==, (1); го’ = (т). (11) 


то 


Но мы знаемъ ($ 121), что точка, находящаяся на неудержи- 
вающей связи (8), не можегь имфть произвольной скорости, & 


10 
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должна подчиняться ограничению, ыыы равенетвомъ (17) 
$ 121: 


#2о, 6) 


ОЕ ‚бе. бе, дЕ 


д оу РНЕ (18) 


Примфняя это неравенство къ моменту т, находимъ, что 
скорости 2’, и’, 2’ должны выполнять уелов!е: 


9в) , ый о 
(=). ) = + (,.). у’ Е (%,.) о +(; )>о. : (14) 


или, короче, 


(15) 


Значекъ 0 показываеть, что въ соотвЪтетвенной функщы 
вмфото 2, у, 2, 2’, у’, =’, Ё вотавлены 2%, Ус» 20» 20’, У’, 2’, 7. 

Когда скорость точки т въ моменть т такова, что лЪвая 
часть выражешя (15) положительна, тогда ($ 121) точка т въ 
одинъ изъ слфдующихъ моментовъ, смежныхь съ т, снова поки- 
неть связь. 


Когда скорость точки 2 въ моменть т такова, что лЪвая 
часть выраженя (15) обращается въ нуль, тогда въ зависимости 
оть величины и направлешя ускореня точка » или остается на 
евязи, или сходитт, съ ноя. 


Но, евли скорость #, точки и такова, что 


()- 0; 49) 


то, чтобы согласить это неравенство съ условемъ (12), мы прини- 
маемъ, что связь (8) оказываеть мгновенную реакц!ю на 
точку и эта реакщя измфняеть скорость ®, въ нфкоторую другую 
75 (2%, У, 2»), удовлетворяющую услов!ю (12): происходить такъ 
называемый удару точки о свазь, При томъ, чтобы подвести 
возможно большее число наблюдаемыхъ явленй подъ нашу схему, 
мы принимаемъ, что въ общемь случа скорость о, удовлетворяет 
уеловшо (12) со знакомъь неравенства. 

Если для момента т точка покидаегь связь; то мы должны 
изолфдовать въ томъ же отношении слфдующий по величин® ›поло- 
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жительный корень уравнешя (10) и продоажать такимъ образомъ, 
пока не переберемъ всфхъ корней или ие дойдемъ до такого, при 
которомъ точка остается на связи или при которомъ происходить 
ударъ. 

Итакъ, пусть дая момента т еоблюдается неравенство (16). 
Такъ какъ мгновенная реакщя связи отнесена нами къ разряду 
мгновенныхъ силъ, то по $ 149 мы принимаемъ, что 

Т) время дьйствя ея или продоажительность удара 6 безко- 
нечно мала; 

И) за время удара ни точка, ни поверхность (8) не успфють 
измфнить своего положеня; 

11) за время удара импульсъ веякой ковечной силы равень 
нулю. 

Пусть ударъ кончается въ моментъ 


=т- в; 
тогда по услов!ю въ общемъ случа 
а у 
().. с 
если 


(в.д ав 


Веф коеффищенты, какъ показываеть значекъ 0, здЪеь по- 
етоянны. 


Полагая, что во время удара скорость точки измёняетея 
сплошнымъ образомъ, мы изъ (16) и (17) заключаемъ, что для нф- 
котораго промежуточнаго момента т,, т. е. если 

ал 


точка т прюбрЪтаеть такую скорость т, (2,', у,', #,'), что для #, 
соблюдается равенетво 

ар 

(=) =% (49) 


(ыы) 9 


Промежутокъ времени оть момента ^ до т, назовемь пер- 
вымъ актомъ удара, а промежутокъ оть т, до т, вторымъ 


если 
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актомъ. Въ частномъ случав ударъ можеть ограничиваться только 
однимъ первымъ актомъ (ударъ неупругЕй). 

Скорость %,, съ которою точка приходить на связь, обыкно- 
венно называется скоростью паден1я точки, а скорость ©, 0Ъ 
которою точка покидаеть связь, скоростью отражен! я. Уголь т, 
съ отрицательнымъ направлешемъ нормали къ поверхности (8) но- 
сить назваше угла паден!я, а уголъ г, съ положительным 


направлешемь той же нормали носить назваше угла отра- 
жен! я. 


Мы принимаемъ, что и мгновенная реакц!я направ- 
лена по дифференц!альному параметру перваго по- 
рядка или по положительной нормали къ поверхности (8), слЪд. 
косинусы угловъ ея съ осями пропорщюнальны 


().: (5). ©); 


По услошямъ Ги И эти величины во время удара постоянны, 
слфд. по $ 149 направаеше импульса совпадаеть съ направлешемт 
самой реакщи, т. е. идеть также по положительной нормали. 

Возьмемъ какой либо моментъ { между т, и т,; пуеть для 
него точка т имфетъ скорость ©(2’, у', =’). Еели импульсъ мгно- 
венной реакщи за промежутокъ между моментами В и &, уело- 
вимся означить такъ 


то по $ 147 для момента { можемъ написать равенства: 


та’ — та’, И [= ; 

о 9 о 

с 9Е\. 
. 5); © 

1 08. 

ы АР, (, у 


== "1 &).+6).+6) 


Въ этихъ уравнешяхъ мы приняли во внимане услове ПТ 
и пропустили поэтому импульсъ равнодъйствующей конечныхъ 
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вилъ, приложенныхъ къ точкф т. Изъ написанныхъ уравнений не- 
‘посредетвенно вытекаеть 
2—2 У #9. 7 
©) 35 == —. 70“ (22) 
44 ( ° (о, Ло 
т. е. приращеше скорости точки за любой промежутокъ времени 
въ течеше удара параллельно положительной нормали. Другими 
словами, если бы мы построили годографъ скорости за время 
удара, то получили бы отрфзокъ прямой, параллельный нормали. 


Положимъ для совращеня, что 


реале 


тогда «7, будеть импульсь реакщи за первый акть удара, +), за 
второй акть удара, -/ — за весь ударъ. 


Изь уравнен!й (21) при (—т,, поаучаемъ: 


тх,'— тхо' = а (=); 


АР, \д2 /ъ 
г у 9 
ту,' — ту =, Ах (ь ): (28) 
) " 1 /9Е 
тг, — та = 9, ГУ (. ) $ 


Дая {—%, изъ тьхъ же уравнешй имфемъ: 
та, то = .: (=) Н 


АЕ, \0х /°’ 
г ЕО. 
ты’ — т 9 ъв, (м); ыы 
, у 1 (92 
тг, — то =Удк, (, ). 


Наконецъ, вычитая равенства (23) изъ (24) находим: 


| урбьеа НР. 2 №8 
тх,' — тт, ао СЕ 
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: 1 08 

и 
, 1 де 

ры ти зи, (в ); 


Задача объ ударБ соетоить въ опредвлен!и скорости отраже- 
я по даннымъ т, 2%, \, 20 и скорости паден!я. 


Раземотримъ сначала частный случай, а именно допустим, 
что ударъ неупруг!Й, т. е. ограничивается одвимъ первымъ актомъ. 
Тогда искомою будетъ скорость г,. Для вахожденя ея мы имфемт, 
уравненя (23) и (19) всего, четыре уравневя для опредфленя че- 
тырехъ неизвфетныхт 2,', у, 2, и -),. Чтобы я НЕ 9, 


дЕ 9Е 
умножаемъ соотвЪтотвенно уравнен!я (28) на ы (> = = (5 ду 


1 (9 
|= ( =. ) и складываемъ; тогда находимъ: 


92) 
(ыыы) (и) (5) 
ь (=). = 97 АЕ. 


Прибавляя и вычитая изъ аЪвой части (г) ‚ имфемъ: 
Е ак) _1 
(= их (в). та» 
откуда по (19) для 7, поялучаемъ выражеше: 


4-30; .» 


Подставляя это значеше вмфето 7, въ (23), непоередственно 
находимъ 2, у’, 2,', что и рёшаетъ задачу. 


Для рЬшеня общаго случая надо обратиться или къ уравне- 
вямъ (24) или къ групп уравнений (23), (25) и (19). Въ томъ и 
другомъ случа легко видфть, что чиело неизвфетныхъ на единицу 
превышаеть число уравнешй: въ первомъ случа неизвЪетныхъ 4: 
у, У», на, 9, а ‘уравнений всего 3; во второмъ неизвфетныхъ 8: 
2: , 2, у, ва, Чу, 8 уравнений всего 7. 
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Если бы мы примфнили къ опредвлешю „7 изъ (24) тоть же 
прйемъ, который даль намъ выражеше для ‹/,, то нашли бы: 


тв (и), (в), =: 


гдВ въ правую часть опять вошаи бы неизвфотныя 2, уз, 2,'. Вы- 
титая (26) изъ (27) или непоередетвенно изъ уравнеш (25), имфемъ: 


т ГаЕ . 
:- и, 28 
А 4 ), (88) 


'Недостающее намъ восьмое уравнене, связывающее неиз- 
вфетныя, берется изъ опытовъ и наблюден!й надъ тВми явленями, 
которыя желательно подвести подъ разбираемую механическую схему. 
А именно Ньютонъ, измфряя углы паден!я и отраженя соударяю- 
щихся тфлъ, пришель къ такому ‘опытному закону: отношеше им- 
пульса за второй акть удара къ импульсу за первый акть удара 
не зависитъ отъ скорости паденя, а только оть состава соуда- 
ряющихся тЪлъ; это отношеше &, называемое коеффиц!ентомъ 
возстановлен1 я, правильная положительная дробь: 


Формулою положеше Ньютона выразится такъ: 


ЕТ. (29) 


#9 о 
| 


Чтобы дать себф отчеть въ томъ, какимъ образомъ при по- 
мощи измЪренйя угловь паденя и отраженя можно найти отно- 
шеше между ‹/» и „/‚, остаповимея на простАйшемтъ случа, съ 
которымъ собственно и производились опыты, а именно, когда 
связь неподвижна: 


или по (26) и (28): 


1:1. (81) 
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Такъ какъ 
дЕ 
( =) = АЕ, с05 (АЕ, 2) — АЕ 08 (п, 2);,..:; 
м/о 
Е 08 (0х, 2); 20’ = 608 (из 2); ....; 


тдЪ и направлеше положительной нормали къ (8), то при (81) по 
(14) и (18): 


а 
(+) А-а, 


а. з 
(1 = АЕ, . о 608 (9%, =); 


и сафдовательно 


Л» — №008 (ип) 
00 9» п) (82) 
Кром того по (19): : 
в, 608 (и, п) = 0. (33) 


Пусть (Фиг. 67) М точка поверхности, въ которой проиехо- 
дить ударъ; №, екорость падешя, М», —скорость отражен! я; углы 
фи г углы падешя и отраженя; Л/»—-положительная нормаль. 


Тогда по (22) прямая тзе., параллельная Ми, представить собою 
годографъ скорости за время. удара, и слЪд. по (88) векторь №, 
изображаеть собою скорость ®,, если уголъ и 1, прямой, Но 

в, 08 (г) == вуи, == Ми, . во" ==, . СОР; 


о с08 (6%, п) = вое, == Ма, . (ЕН Ь, . 6091; 
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а потому изъ (32): 

7, _ сд». 

9 6091’ 
т. в. отношеше между импульсами равно отношенйю между котан- 
генсами угловъ отраженя и паденя, что и желали показать. 

Съ прибавлешемъ уравнения (29) или (30) къ уравненямть (24) 
или къ групив уравненйй (28), (25) и (19) задача становится 
вполнф опредфленною. Найдя импульсъ „7, (26) указаннымъ выше 
премомъ, мы теперь по (29) имфемъ: 

7=ла- 9), 


и елфд, скороеть отражешя найдется изъ уравнен!й (24): 


ти! — та’, (44 9. (9%) : 
Л 


де / о’ 
й й р 1 дю 
ии" ти’ а Е); (84) 
Г) 
‚ р 1 (дк 
таз — та = Л, (1-- Эд (а } 


тдЪ +7, дается равенствомъ (26). Коеффищентъ возстановлен!я дол- 
женъ быть данъ намъ напередъ; если =—0, ударъ неупруй и 
второго акта вовсе нЪтЪ; если  —1, ударъ называется вполнЪ 
упругимъ. 


Ньютонъ”) нашель, что при соудареши стекла объ стекло 


5 
9; При 


5 : 
т, при соудареши мячиковъ, набитыхъ шерстью, = 


соудареши желфза объ желЪзо тоже почти 5. ПозднЪйпие опыты 
подтвердили Ньютоновъ законъ (29). 
ПримЪрь: Точка массы = | движется согласно съ уравневями 
Па: у= #=1% 
тлф а, В, 1 постоянныя, и подчинена неудерживающей связи: 
7 РЕ № -—(#—Н-и-и>0, 


тд Ви ^ новыя постоянный. 


*) Твошзой апё Та! %, Майига1 РЫЙозорву 36с4. 300, 


. 
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Для 1—0 точка не ва связи, моменть т прихода ея на связь пайдемъ, 
‘р\№шая уравнене: ч 


28 — (а №0, 
сл довательно 
» 73 


№ 


Ив вт. 
В, этоть моменту точка займеть положеше: 
Жо = 0%} % = №; = 
а скорость наденйя опредфлитея равенствами: 
жи В аи =1. 


Дифференцируя уравнеше связи, находимъ, что 


< 6: 
сл%л. произойдеть удар. 


Вычиезял АЁ, пахолиму, 


поэтому импульсь +, за первый разь удара по (26) будеть 
Л=Ь 
Если коеффищенту возстановленйя =, то по (34) скорость отражен 
опредфлитея так: 


ЖИ в (а Ку ==. 


151. Измфнене живой силы матерГальной точки за время удара. 
Предварительно замфтимъ, что по предъидущему съ одной стороны: 


(%). ЕЕ Мисс) (5 у 
@)- ") 


9 1’ 
аЕ у ‚Го 
(1 м: — АР, 08 (и, п)-- (= ) 


ЖАК, сов (ип) ( 
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а съ другой стороны ваправаеше импульса совпадаеть съ направ- 
лешемъ и. Примфняемъь теперь теорему лорда Кельвина ($ 148) 
сначала къ промежутку времени между моментами ти 7, а за- 
твмъ между моментами т, и т); причемъ живую силу точки для 
моментовъ т, т, и т, означимъ соотвфтетвенно 7, 7, и 7Т,. Тогда 
получим: 


" 1 
Т— = З 7, [#, со (к,, п) | 00 с0 (во, #)] = 


М К 
— 2 А | 4 (+), 


ве Е 
Елене, ое, 


зад (и). 


Когда евязь неподвижна, т. е. 


мы можемъ, пользуясь (26) и (28), переписать предъидуния ра- 
венства такъ: 


1 
2т 


И й В 1 
Т.о = 


ао 


Отеюда заключаемъ, что тогда за первый актъ удара 
живая сила точки уменьшается, аза второй актъ уне- 
личивается. Складывая полученныя выше выражешя, имфемт 
по (29) 


Е“ — Я й 
Т,— №=- 3 2И-—=); 

слфд., за оба акта удара, вообше говоря, живая сила точки умень- 
шается и только при впоаа® упругомъ удар (ё = 1) остается 
безъ перемфны. 


иуь) кл р Ре 


де 2= Кб уе - он 
оне — 
, т 


+4 тия) ИЕ я ча : 


> Х& 1 пре я = 


^) И=е Фе 
=] ак те 


2 *: 


